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4.18. Por métodos de compilacion, hallar (@) la media y (b) la desviacion tipica para la distribucion de

4.19.

salarios del Problema 2.3.

Solucion

La tarea es sencilla, como ilustra la Tabla 4.6.

Tabla 4.6

X u £ fu fi

$255.00 -2 8 —16 32

265.00 —1 10 —-10 10

A—— 27500 0 16 0 0

285.00 1 14 14 14

295.00 2 10 20 40

305.00 3 5 15 45

315.00 4 2 8 32
N=Yf=65| Y fu=3l Y fi = 173

(@) X=A+ci=A4+c ;L = $275.00 + ($1000)( ) = $279.77

2
= —c/i Zﬁ‘ — ($10.00) ”3 Z;) = ($10.00)/2434T = $15.60

La Tabla 4.7 muestra los IQ (cocientes de inteligencia) de 480 nifios de una escuela clemental. Mediante
el método de compilacion, hallar (a) la media y (5) la desviacion tipica.

Tabla 4.7

Marca de clase (X) | 70 74 78 82 86 90 94 98 102 106 110 114 118 122 126

Frecuencia ( f) 4 9 16 28 45 66 85 72 54 38 27 18 11 5 2

Solucién
El cociente de inteligencia es

edad mental
edad cronologica

IQ =
expresado como porcentaje. Por ejemplo, un nifio de 8 afios que (de acuerdo con ciertos procedimientos
pedagogicos) tiene una mentalidad equivalente a uno de 10 afios, tendria un IQ de 10/8 = 12.5 = 125%,
o sencillamente 125, quedando sobreentendido el simbolo %.
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Para hallar 1a media y la desviacién tipica de los 1Q de la Tabla 4.7, podemos hacer lo que indica
la Tabla 4.8.

L ot ol VTR 236\ _
(@) R =Atoi=A+ = =9%+4| ) = 9597

fu Z fu 3404 (236\? L
e/ u =) = 4./6.8499 = 10.
) v ow - 4./6.8499 47

Tabla 4.8
X u e Su Sfu?
70 —6 4 —24 144
74 —5 9 —45 225
78 —4 16 —64 256
82 —3 28 -84 252
86 =2 45 —90 180
90 -1 66 —66 66
A—> 94 0 85 0 0
98 1 72 72 72
102 2 54 108 216
106 3 38 114 342
110 4 27 108 432
114 5 18 90 450
118 6 11 66 396
122 7 5 35 245
126 8 2 16 128
N=7Y f=480 Y, fu = 236 Y. fu? = 3404

COMPROBACION DE CHARLIER

420. Usar la comprobacion de Charlier para verificar los caleulos de (a) la media y (b) la desviacion tipica,
efectuados en ¢l Problema 4.19.
Solucién

Para aplicar esa comprobacion hay que sumar las columnas de la Tabla 4.9 a las de la 4.8 (excepto
la columna 2, que se repite en la Tabla 4.9 por conveniencia).

(@) De la Tabla 4.9, Y f(u + 1) = 716; de la Tabla 4.8, qu + N =236 + 480 = 716. Eso da la
requerida comprobacion sobre la media.

() De la Tabla 49, ) f(u + 1)*> = 4356; de la Tabla 438, Y fu +2 ) fu+ N = 3404 +
4+ 2(236) + 480 = 4356. Lo cual proporciona la comprobacion pedida sobre la deswduon tipica.

CORRECCIONES DE SHEPPARD PARA LA VARIANZA

4.21. Aplicar la correccion de Sheppard para determinar la desviacién tipica de los datos del (a) Proble-
ma 4.17, (b) Problema 4.18 y (¢) Problema 4.19.
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Solucién

(@) s* = 85275y ¢ = 3. Varianza corregida = 52 — ¢2/12 = 8.5275 — 3%/12
tipica corregida = . /varianza correcta = ,/7.7775 = 2.79 in.

(b) s* = 24341y c = 10. Varianza corregida = 5* — ¢?/12 = 24341 — 10%/12 = 235.08. Desviacion
tipica corregida = ,/235.08 = $15.33.

(¢) s* = 109.60 y ¢ = 4. Varianza corregida = 52 — ¢2/12 = 109.60 — 4%/12
tipica corregida = \/M = 1041.

7.7775. Desviacion

I

108.27. Desviacion

Tabla 4.9
u+ 1 N/ flu+ 1) flu + 1)
-5 4 —20 100
—4 9 —36 144
-3 16 —48 144
=3 28 —56 112
-1 45 =A% 45
0 66 0 0
1 85 85 85
2 72 144 288
3 54 162 486
4 38 152 608
5 27 135 675
6 18 108 648
i 11 77 539
8 5 40 320
9 2 18 162
N=Y f=480 > flu+ 1) =716 | flu+ 1) = 4356

4.22. Hallar, para la segunda distribucion de frecuencias del Problema 2.8, (a) la media, () la desviacion
tipica, (c) la desviacion tipica usando la correccion de Sheppard y (d) la verdadera desviacion tipica
para los datos sin agrupar.

Solucion
El trabajo lo resume la Tabla 4.10.
Tabla 4.10
X u . fu S
122 -3 3 -9 27
131 -2 5 —10 20
140 —1 9 -9 9
A ——149 0 12 0 0
158 1 5 5 5
167 2 4 8 16
176 3 2 6 18
N=Y f=40 Y fu= -9 N fut =95




108 ESTADISTICA

de donde deducim

b e
B o ko

(a) F=A+ci=A4+¢C

) e

:

12 = 18827 — 9%/12

osque Yy d = —128 yYd =

7052 12\

2}{“ — 149 + 9(~2) ~ 1470 1b

w\? 95
,_) e

= 181.52. Desviacion

40

40

(¢) Varianza corregida =s* — 2/

(d) Para calcular la desviacion tipica de los propios datos originales, conviene restar primero un
atmero adecuado, digamos A = 150 1b, de cada peso y usar entonces ¢l método del Proble-
ma 4.15. Las desviaciones d = e [, S 150 son las que figuran en la siguie

—12 14 0 —18 -6 —25 -1 7
—4 8 —10 -3 —14 —2 2 —6
18 —24 —12 26 13 -3 4 15
—4 23 -8 -3 —15 3 —10 —15
11 -5 —15 —8 0 6 -5 -22

7052. Entonces

./ 166.06

_0\2
— (~—9) _ 9 /2324375 = 137 b

corregida tipica = 13.51b.

=1291b

z
£ = J_‘F 5L a'z = ___.CIi = Z‘.E S
N N
De modo que la correccion de Sheppard produce una cierta mejora en este caso.

RELACIONES EMPIRICAS ENTRE MEDIDAS DE DISPERSION

423. Parala distribucion de alturas de la Universidad XYZ, discutir la validez
(a) desviacion media = *(desviacion tipica) y (b) rango semi-intercuartil = 2(desviacion tipica).

de las formulas empiricas

Solucion

(@) De los Problemas 4.4 ¥ 411, desviacion media — desviac
cerca de 4/3.

() Delos Problemas 4.6 y 4.11, rango semi-intercuartil + desviacion tipica = 1.98/292 = 0.68, que
es proximo a 2/3.

n tigica = 226/2.92 = 077, que esta

Luego las formulas empiricas son validas en este caso.
Notemos que en 1o anterior no hemos usado la desviacion tipica con correccion Sheppard para el

agrupamiento, pues no se ha hecho correccion correspondientc para la desviacion media 0 el rango
semi-intercuartil.
PROPIEDADES DE LA DESVIACION TIPICA

424. Determinar el porcentaje de los 1Q del Problema 4.19 que caen en los rangos
y(e) X £ 3.

(a)}f'is,{b]}—(-i_- 2s

Solucion
(a) El rango de 1Q desde 855 2 1064 es X £ 5 = 9597 + 10.47. El numero de 1Q en el rango

X + ses

g8 — 85 106.4 — 104
(F—A——SF) (45) + 66 + g5 + 72 + 4 + (F_T——) (38) = 339

El porcentaje de 1Q en el rango X + ses 339/480 = 70.6%.
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(b) El rango de IQ desde 75.0 a 1169 es X¥ + 2s = 9597 + 2(10.47). El numero de IQ en el rango
X 4 2s5¢es

116.9 — 116

76 — 750\,
(4759)(9]+16+28+45+66+85+?2+54+38+-2.?+18+( 7

. ){11):451

El porcentaje de IQ en ¢l rango X + 2s es 451/480 = 94.0%.

(¢) El rango de 1Q desde 64.6 a 1274 es X £ 3s = 9597 + 3(10.47). El nimero de 1Q en el rango
X + 3ses

128 — 1274
480 — (sf)(z) = 4797 osea 480

El porcentdje de IQ en el rango X + 3s es 479.7/480 = 99.9%, es decir, practicamente el 100
por 100.

Los porcentajes en las partes (a), (b) y (¢) estan en buen acuerdo con los esperados para una
distribucion normal: 68.27%, 95.45% y 99.73%, respectivamente.

Noétese que no hemos usado la correccién de Sheppard para la desviacion tipica. Si se usa, los
resultados en este caso coinciden casi con lo obtenido aqui. Por cierto, que éstos pueden también
obtenerse de la Tabla 4.11 del Problema 4.32.

Dados los conjuntos de nimeros 2, 5, 8, 11, 14 y 2, 8, 14, hallar (g) la media de cada uno, (b) la
varianza de cada uno, (¢) la media combinada y (d) la varianza combinada

Solucién

(a) Media del primer conjunto = 32 + 5 + 8 + 11 + 14) = 8 Media del segundo conjun-
to =32+ 8 + 14 =8

(b) Varianza del primer conjunto = s? =1[(2 — 8)2 + (5 — 8)* + (8 — 8)* + (11 — 8)% + (14 — 8)*] = 18.
Varianza del segundo conjunto = 53 = [(2 — 8> + (8 — &) + (14 — 8)*] = 24.

(¢) La media de ambos conjuntos es

2+ 548+ 11+ 14 4£2 48404

&4 3 B

(d) La varianza del conjunto total es

52=(2—8}2+(5—8)2+(8—8)"‘+{11—8)2+(14—8}2+(2—8)2+(8—8)2+(I4— 8)?
543

=20.25

Otro método (por formula)

_ Nt + Nost  ()18) + R4 _ 00

52
N, + N, 543

Resolver el Problema 4.25 para los conjuntos 2, 5, 8, 11, 14 y 10, 16, 22,




IR === S L

110

4.27.

ESTADISTICA

Solucién

Aqui las™medias de los dos conjuntos son 8 y 16, mientras que las varianzas son las mismas que
las de los conjuntos del problema anterior, es decir, 51 =18ysi =24

5 1 14 22
Media de ambos conjuntos = e 1;__'_ 3+ W& lyr 2 11

(2—11)2+(5-—11]2+(8—11)2+(11—11]2+[I4—11]2+[10—11)2+(16—11)2+(22—11}2 Saens
5+3 RS

SZ

Notese que la formula

NSt N,s3
N+ N,

32

que da el valor 20.25, no es aplicable en este caso porque las medias de los dos conjuntos no son iguales.

(a) Probar que w? + pw + g, donde p y g son constantes dadas, es un minimo si y sélo si w = —3p.

(b) Usando la parte (), probar que

_Zl (X; — a)’

(X — a)?
o brevemente R
N N
es un minimo si y soélo sia = X.
Solucién
(@ Tenemosw? +pw +q=w +3p)’ +q—3 p*. Como (g — 1p?) es una constante, la expresion
tiene el valor minimo si y sélo si w + +p = 0 (ie, w = —%p).

X — a)’ (X* — 2aX + a®) X2 — 2a¥Y X + Na&* X
2
= = = 4a —ZQT'F

rr

()

N N N N
Comparando esta ultima expresion con (w? + pw + g), sé obtiene
2X L
= S i
gt W TN
Asi pues, la expresion es minima cuandoa = —1p =0} XN =% . usando el resultado en (a).

DISPERSION ABSOLUTA Y RELATIVA: COEFICIENTE DE VARIACION

428. Un fabricante de tubos de television produce dos tipos de tubos, 4 y B, que tienen vidas medias

respectivas X, = 1495 horas y X = 1875 horas, y désviacion tipica de s, = 280 horas y s, = 310
horas. ;Qué tubo tiene (a) mayor dispersion absoluta y (h) mayor dispersion relativa?
Solucion

(a) La dispersion absoluta de A ¢s s, = 280 horas y la de B es s = 310 horas. Luego el tubo B
tiene mayor dispersion absoluta.
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4.30.
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(b) Los coeficientes de variacion son

: i
80 _ 187% o I R

A=t e
X, 1875

X, 1495
Luego tiene mas dispersion relativa el A.

Hallar los coeficientes de variacién V para los datos del (a) Problema 4.14 y (b) Problema 4.18, usando
tanto desviaciones tipicas corregidas como no corregidas.

Solucién
i i 292
(a) V(sin corregir) = s C;mg”) = i 0.0433 = 4.3%
s id 2.
e e e por el Problema 4.21(a)
X 67.45
¥ X s (sin corregir) 15.60
b 4 - e = = 0.196 = 19.6Y
(b) (sin corregir) e =077 6 = 19.6%
id 15.33
Wloorregidol — T RORERIAD) = 0.192 = 192% por el Problema 4.21(5)

X - 79.77

(@) Definir una medida de la dispersion relativa que pueda utilizarse para un conjunto de datos cuyos
cuartiles son conocidos.

(b) Tustrar el cilculo de la medida definida en (@) mediante los datos del Problema 4.6.

Solucion

(@) SiQ,y Q, son conocidos para un conjunto de niimeros, entonces (Q, + Q) es una medida de
tendencia central de esos datos, o promedio, mientras que 0 = 4(Q@; — @,), ¢l rango semi-
intercuartil, es una medida de su dispersion. Podemos, pues, definir una medida de dispersion
relativa como

40, —0) _0:— 0
30, +0) 0 +0

que llamaremos el coeficiente de variacion cuartil, o coeficiente cuartil de dispersion relativa.

Vo =

0; — 0, 6961 — 6564 397

A = = — 00293 = 2.9%
0, + 0, 6961 + 6564 13525 ;

(b) v,

VARIABLES TIPIFICADAS: UNIDADES ESTANDAR

4.31.

Un estudiante obtuvo 84 puntos en ¢l examen final de Matematicas, en el que la nota media fue 76,
y la desviacion tipica 10. En el examen final de Fisica obtuvo 90 puntos, siendo la media 82 y la
desviacién tipica 16. ;En qué examen sobresalié mas?

Solucion

La variable tipificada z = (X — X)/s mide la desviacion de X respecto de la media X en términos
de Ia desviacion tipica s. En Matematicas, z = (84 — 76)/10 = 0.8; para fisica, z = (90 — 82)/16 = 0.5.
Luego su puntuacion estaba 0.8 desviaciones tipicas sobre la media en matemaéticas y solo 0.5 desvia-
ciones tipicas en fisica. Sobresalio mas en matematicas.

La variable z = (X — X)/s se usa a menudo en niveles de ensefianza, donde se conoce como una
puntuacion o recuento estandar.
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4.32. (a) Convertir los 1Q del Problema 419 en un recuento estandar y (b) construir una grafica de
‘ frecuencias relativas versus recuento estandar.

| Solucion

(a) La Tabla 4.11 resume el proceso de conversion. Afiadidas a la tabla para su uso en la parte (b)

| estan las marcas de clase de 1Q 66 y 130, que tienen frecuencia cero. Asimismo, la correccion de
Sheppard para la desviacion tipica no ha sido utilizada: las correcciones en este caso serian casi
despreciables.

() El poligono de frecuencias relativas se muestra en la Figura 4.2. El eje horizontal se¢ mide en
términos de la desviacion tipica s como la unidad. Notese que la distribucidén es poco asimétrica
y algo sesgada a la derecha.

Frecuencia relativa (%)

Figura 4.2.

Tabla 411. X = 960, s = 10.5

53 - & M X ; Frecuencia relativa
1Q (X) X-X g S Frecuencia (f) (YN (%)
66 38 |28 0 0.0
70 —26.0 —2.48 4 0.8
T4 —220 —2.10 9 1.9
78 —18.0 —17 16 33
82 —14.0 —1.33 28 5.8
86 —10.0 —0.95 45 9.4
90 —6.0 —0.57 66 13.8
94 -2.0 —0.19 85 17.7
98 20 0.19 72 s 150
102 6.0 0.57 54 11.2
106 10.0 0.95 38 79
110 14.0 1.33 27 5.6
114 18.0 1.71 18 38
118 22.0 2.10 11 23
122 26.0 248 5 1.0
126 30.0 2.86 2 04
130 34.0 3.24 0 0.0

480 100
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EL RANGO
4.33.

4.34.

4.35.

4.36.

4.37.

Hallar el rango de los conjuntos de niimeros
(@) 5,3,8 4,7,6,12, 4, 3 y (b) 8.772, 6,453,
10.624, 8.628, 9.434, 6.351.

Hallar el rango de las cargas méaximas del
Problema 3.59, Tabla 3.8.

Hallar el rango de los diametros de remaches
del Problema 3.61, Tabla 3.10.

La mayor de 50 medidas es 8.34 kilogramos
(kg). Si el rango es 0.46 kg, hallar la menor
de esas medidas.

Determinar el rango de los datos en (g) Pro-
blema 3.62, (b) Problema 3.73 y (¢) Proble-
ma 2.20.

LA DESVIACION MEDIA

4.38.

4.39.

4.40.

4.41.

4.42.

4.43.

4.44.

Hallar los valores absolutos de (a) —18.2,

(5) +3.58, (c) 621, (d) 0, (&) —/2 ¥ (f)
400 — 2.36 — 3.52.

Hallar la desviacion media del conjunto (a)
3,7,9,5y (b) 24, 1.6, 3.8, 4.1, 3.4,

Hallar la desviacion media de los conjuntos
de ntimeros del Problema 4.33.

Hallar la desviacidon media de las cargas ma-
ximas del Problema 3.59, Tabla 3.8.

(¢) Hallar la desviacion media de los dia-
metros del Problema 3.61, Tabla 3.10.

(h) (Queé porcentaje de ellos esta entre (¥ +
+MD), (X + 2 MD) y (X + 3 MD)?

Para el conjunto de numeros 8, 10, 9, 12, 4,
8, 2, hallar la desviacion media respecto de
(a) la media y (b) la mediana. Verificar que
la desviacién media de la mediana no es ma-
yor que la de la media.

Para la distribucion de la Tabla 3.9, Proble-
ma 3.60, hallar la desviacién media respecto

4.45.

4.46.

4.47.

de (a) la media y (b) la mediana. Usar los
resultados de los Problemas 3.60 y 3.70.

Para la distribucion de la Tabla 3.11, Pro-
blema 3.62, hallar la desviacion media res-
pecto de (a) la media y (b) la mediana. Usar
los resultades de los Problemas 3.62 y 3.72.

Explicar por qué la desviacion media es o no
una buena medida de dispersion para la dis-
tribucion de la Tabla 3.12 del Problema 3.73.

Deducir formulas de compilacion para calcu-
lar la desviacion media respecto de (@) la
media y (b) la mediana, de una distribucion
de frecuencias. Aplicar estas formulas a la
verificacion de los resultados de los Proble-
mas 4.44 y 4.45,

EL RANGO SEMI-INTERCUARTIL

4.48.

4.49.

4.50.

451.

Hallar el rango semi-intercuartil para la dis-
tribucion del () Problema 3.59, (b) Proble-
ma 3.60 y (¢) Problema 3.107. Interpretar los
resultados claramente en cada caso.

Hallar el rango semi-intercuartil para la dis-
tribucion de (a) Problema 2.31 y (b) Proble-
ma 3.73, interpretando los resultados en cada
caso. Comparando con otras medidas de dis-
persion, explicar las ventajas del rango semi-
intercuartil para este tipo de distribuciones.

Probar que para cualquier distribucion de
frecuencias el porcentaje total de casos que
caen en el intervalo (@, + @)+ 05— 0))
es 50%. ;Es eso cierto para el intervalo
0, + (@, — Q,)? Explicar la respuesta.

(a) ;Coémo representaria el rango semi-in-
tercuartil de una distribucion de frecuen-
cias dada?

() (Cual es la relacion del rango semi-in-
tercuartil con la ojiva de la distribucion?

EL RANGO PERCENTIL 10-90

4.52.

Hallar el rango percentil 10-90 para las dis-
tribuciones de (a) Problema 3.59 y (b) Pro-
blema 3.107. Interpretar cada resultado.
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4.53.

4.54.

4.55.

ESTADISTICA

Hallar el rango percentil 10-90 para las dis-
tribuciones de (a) Problema 231 y (b) Pro-
blema 3.73. Interpretar los resultados. (Que
ventajas y desventajas ofrece el rango per-
centil 10-90 frente a otras medidas de dis-
persion?

;Qué ventajas y desventajas tendria un ran-
go percentil 20-80 comparado con el rango
percentil 10-907

Resolver el Problema 451 con referencia al
(a) rango percentil 10-90, (b) rango percen-
til 20-80 y (c) rango percentil 25-7 5. ;Cual es
la relacion entre () y ¢l rango semi-inter-
cuartil?

LA DESVIACION TIPICA

4.56.

4.57.

4.58.

4.59.

4.60.

Hallar la desviacion tipica de los conjuntos
de ntmeros (a) 3, 6,2, L, 7, 5, (b) 3.2, 4.6, 2.8,
52, 44v()0,0,0,0, 0,1, 1, L

(@) Sumando 5a cada namero del conjunto
3, 6,2, 1,7, 5, obtenemos 8 11,7,6, 12,
10. Probar que ambos conjuntos de nu-
meros tienen la misma desviacion tipica
pero diferentes medias. (Como estan re-
lacionadas las medias?

(b) Multiplicando cada namero en 3, 6. 2,
1,7,y Spor2y sumando entonees 5,
obtenemos el conjunto 11, 17,9, 7, 19,
15. (Cual es la relacion entre la desvia-
cion tipica y las medias de ambos con-
juntos?

(c) (Que propiedades de la media y de la
desviacion tipica quedan ilustradas por
los conjuntos particulares elegidos en las
partes (a) y (b)?

Hallar la desviacion tipica del conjunto de
niimeros de la progresion aritmética 4, 10,
16, 22, .., 154.

Hallar la desviacion tipica para las distri-
buciones de (a) Problema 3.59, (b) Proble-
ma 3.60 y (c) Problema 3.107.

Tlustrar el uso de la comprobacion de Char-
lier en cada parte del Problema 4.59.

4.61.

4.62.

4.63.

4.64.

4.65.

4.66.

4.67.

4.68.

4.69.

Hallar (a) la media y (b) la desviacion tipica
para la distribucion del Problema 217, y ex-
plicar la relevancia de los resultados obte-
nidos.

(@) Explicar por qué la desviacion tipica no
es una medida apropiada de dispersion
para la distribucion del Problema 231,

(b) (Qué medida de dispersion debe utili-
zarse en su lugar? Tlustrar la respuesta.

(g) Hallar la desviacién tipica s de los dia-
metros de remaches de la Tabla 3.10.

(b) (Qué porcentales de cllos cae entre X £,
X + 25y X + 387

(c) Comparar los porcentajes de la parte (b)
con los esperados teoricamente si la dis-
tribucion fuese normal, y razonar la dis-
crepancia.

Aplicar la correccion de Sheppard a cada des-
viacion fipica del Problema 459, y discutir
en cada caso si tal aplicacion estd 0 no Jus-
tificada.

Qué modificaciones se producen en el Pro-
blema 4.63 al aplicar la correccion de Shep-
pard?

(@) Hallar la media y la desviacion tipica
para los datos del Problema 2.8.

(b) Construir una distribucién de frecuen-
cias para los datos y hallar su desviacion
tipica.

(¢) Comparar los resultados de {(a) ¥ (b).
Determinar si la aplicacién de la co-
rreccion de Sheppard mejora los resul-
tados.

Repetir el Problema 4.66 con los datos del
Problema 2.27.

(@) Deun total de N nameros, 1a fraccion p
son unos, y la fraccion ¢ = 1 — pson
ceros. Probar que la desviacion tipica
de ese conjunto de numeros €s Jra

(b) Aplicar el resultado de (@) al Proble-
ma 4.56(c).

(@) Probar que la varianza de un conjun-
to de numeros a, @ + d oa + 2d .
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a + (n — 1)d (o sea, una progresiéon
aritmética con primer término a y razdn
d) viene dada por #(n? — 1)d*

(b) Usar (a) del Problema 4.58. [ 4yuda: Use
1+24+34 -+ (n—1)=12nn—1),
12 + 22 + 32 4 . f (n — 1)? =
= gn(n — 1)(2n — 1).]

4.70. Generalizar y probar la Propiedad 3 de este
capitulo (pag. 95).

RELACIONES EMPIRICAS ENTRE
MEDIDAS DE DISPERSION

4.71. Comparando las desviaciones tipicas ob-
tenidas en el Problema 4.59 con las co-
rrespondientes desviaciones medias de los
Problemas 4.41, 442 y 4.44, determinar si
es vélida la siguiente relacion empirica: Des-
viacién media = %#(desviacién tipica). Expli-
car las posibles discrepancias.

4.72. Comparando las desviaciones tipicas ob-
tenidas en el Problema 4.59 con los co-
rrespondientes rangos semi-intercuartiles del
Problema 4.48, determinar si es valida la re-
lacién empirica: rango semi-intercuartil =
= 4(desviacion tipica). Explicar las posibles
discrepancias.

4.73. ;Qué relacién empirica esperaria entre el
rango semi-intercuartil y la desviacion me-
dia de una distribucién de frecuencias en
forma de campana algo sesgada?

4.74. Una distribucién de frecuencias que es casi
normal tiene un rango semi-intercuartil igual
a 10. ;Que valores esperaria para (a) la des-
viacion tipica y (b) la desviacion media?

DISPERSION ABSOLUTA Y RELATIVA;
COEFICIENTE DE VARIACION

4.75. En un examen final de Estadistica, la pun-
tuacion media de 150 estudiantes fue de 78,
¥ la desviacion tipica R.0. En Algebra, la
media fue 73 y la desviacién tipica 7.6. ;En
qué materia fue mayor (a) la dispersioén ab-
soluta y (b) la dispersion relativa?

4.76. Hallar el coeficiente de variacion para los
datos de (@) Problema 3.59 y (b) Proble-
ma 3.107.

4.77. (@) (Por qué no es posible calcular el cocfi-
ciente de variacion para la distribucion
del Problema 2.317
(b) Calcular el coeficiente cuartil de dis-
persion relativa para esta distribucion.
[Véanse Probs. 3.10(c) y 4.30.]

4.78. (b) llustrar el calculo de tal medida con
los datos del Problema 3.73.

VARIABLES TIPIFICADAS:
UNIDADES ESTANDAR

4.79. En los examenes a que se refiere el Proble-
ma 4.75, un alumno tuvo 75 en Estadistica
y 71 en Algebra. ;En qué examen sobresa-
li6 mas?

4.80. Convertir el conjunto 6, 2, 8, 7, 5 en un
recuento estandar.

4.81. Probar que la media y la desviacion tipica
de un recuento estindar son 0 y 1, respecti-
vamente. Tlustrar esto mediante ¢l Proble-
ma 4.80.

4.82. (a) Convertir las puntuaciones del Proble-
ma 3.107 en un recuento estdndar y (b) cons-
truir un grafico de frecuencias relativas versus
ese recuento estandar.
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CAPITULO 5

Momentos, sesgo y curtosis

MOMENTOS

Si X,, X5, ..., Xy son los N valores de 1a variable X, definimos la cantidad

N
X;+X5+---+X;,_J-;X?_ZX'

N N N

F:

llamada r-ésimo momento. El primer momento, con r = 1, es la media aritmética X.
El r-ésimo momento respecto de la media X se define como

2

(X; — Xy
=1
m. = —

: N

X—fr ——
Z(N ]=(X-—XT (2)

Si r = 1, entonces m, = 0 (véase Prob. 3.16). Si r = 2, entonces m, = 5%, la varianza.

El r-ésimo momento respecto de cualquier origen A se define como

N
Z (X; — A
j=1

N

m, =

X — Ay G bt
=Z(NA)=EN LT (3)

donde d = X — A son las desviaciones de X respectode 4. 814 = 0,1a ecuacion (3) se reduce a la
(1). Por esa razon, se suele llamar a (1) el r-ésimo momento respecio de cero.

MOMENTOS PARA DATOS AGRUPADOS

Si X,, X5, .., Xg ocurren con frecuencias fi, fa» - fx> r€Spectivamente, los momentos anteriores
vienen dados por

K
Xr
? = le; +szE § +fo;( ;ZﬁfJ J . Zer

N N

(4)

=

116
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K

> X — XY T i

mr e g=1 N = Zf(XN X) =4 (X N Y)r (5)
S X, - Ay reicty gorsiugen 00

m, = 1= N = Zf{XN Y (X — 4y (6)

donde N = Y%, f, = ¥ f Las formulas son adecuadas para calcular momentos en datos
agrupados.

RELACIONES ENTRE MOMENTOS

Existen las siguientes relaciones entre momentos respecto de la media m1, y momentos respecto de
un origen arbitrario m,:
my, = my — m¢
i T 3
my = my — 3Imymy + 2m} 4]
my = mly — dmimy + 6mim,y, — 3m

etcétera (véase Problema 5.5). Notese que m), = X — A.

CALCULO DE MOMENTOS PARA DATOS AGRUPADOS

El método de compilacién visto en capitulos precedentes para el calculo de la media y de la
desviacion tipica, puede usarse también como método breve para calcular momentos. Este método
se apoyaen que X; = A + cu; (o mas brevemente, X = A4 + cu), asi que de la ecuacion (6) tenemos

M=§ (8)

m = c
N

que puede utilizarse para hallar m, aplicando las ecuaciones (7).

COMPROBACION DE CHARLIER Y CORRECCIONES DE SHEPPARD

La comprobacién de Charlier para calcular momentos por compilaciéon usa las identidades

Ef(u+1} =Zﬁt + N

Sfw+ 1y =Y > +2) fu+ N

Y S+ 1= fu +3Y fut +3) fu+ N

Yfu+ )t =3 fut +4% fi +6% fut +4% fu+ N

©)
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Las correcciones de Sheppard para los momentos son como siguen:

2

m, corregido = m, — 13¢ m, corregido = m, — ¥?m, + zigc*

Los momentos m, Y m; NO requieren correccion.

MOMENTOS ADIMENSIONALES

Para evitar unidades particulares, podemos definir los momentos adimensionales respecto de la
media como

m m m
ar — el = £ — 0 (10)
s (v/ma) my
'I donde 5 = /m, es la desviacion tipica. Ya que m; = Oym, = s°, setienea; =0ya, =1
/ TRy | ot i
SESGO [ “00p (] L=\ qp (<)

Se conoce como sesgo el grado de asimetria de una distribucion, es decir, cuanto se aparta de la
simetria. Si la curva de frecuencias (poligono de frecuencias suavizado) de una distribucion tiene a
la derecha una cola mas larga que a la izquierda, se dice sesgada a la derecha, o de sesgo positivo. En
caso contrario, sesgada a la izquierda, o de sesgo negativo.

Para distribuciones sesgadas, la media tiende a estar del mismo lado de la moda que'la cola
larga (véanse Figs. 3.1y 3.2). Luego una medida de la asimetria viene dada por la diferencia: media
— moda, que puede hacerse adimensional dividiéndola por una medida de dispersion, tal como la
desviacién tipica, lo que lleva a la definicion

media — moda X — moda
Sesgo = e (11)
desviacion tipica s

Para evitar el uso de la moda, podemos recurrir a la formula empirica (10) del Capitulo 3 y definir

3(media — mediana)  3(X — mediana)
desviacion tipica s

Sesgo = (12)

Las ecuaciones (11) y (12) s¢ llaman, respectivamente, primer y segundo coeficientes de sesgo de
Pearson.
Otras medidas del sesgo, en términos de cuartiles y percentiles, son

Qs — Q) — (@, — Q1) = 0, — 20, + Oy (13)
Q; — Oy Q; — O

(Pyg — Pso) — (Pso — Pio) _ FPoo — 2Pso + Py
Poo — Pio Py — Py

Coeficiente cuartil de sesgo =

(14)

Coeficiente percentil 10-90 de sesgo =
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Una importante medida del sesge usa e} tercer momento respecto de la media expresado en
forma adimensional y viene dado por

P

.. (4] 141 i)
Coeficiente momento de sesgo = a; = — 2 =
g 3 3
\\_ \S

~ (15)

T WJmy S

Otra usada a veces es b, = a3. Para curvas perfectamente simétricas, como la curva normal, a,
y b, son cero.

CURTOSIS

La curtosis mide cuan puntiaguda es una distribucion, en general por referencia a la normal. Si
tiene un pico alto, como la de la Figura 5.1(a), se dice leptociirtica, mientras si es aplastada, como la
de la Figura 5.1(b), se dice platicurtica. La distribucion normal, mostrada en la Figura 5.1(c), que no
es ni muy puntiaguda ni muy aplastada, se llama mesoctrtica.

R o

(a) Leptocirtica (b) Platicartica (¢y Mesocurtica.

>0 ey ",

Figura 5.1.

Una medida de la curtosis utiliza el cuarto momento respecto de la media en forma adimensio-
nal y viene dada por

Coeficiente momento de curtosis = ¢, = — = — (16)

que se suele denotar por b,. Para la distribucion normal, b, = a, = 3. De ahi que se defina a veces
la curtosis como (b, — 3), que es positivo para una distribucion leptocurtica, negativo para una
platictirtica y cero para la normal.

Otra medida de curtosis se basa en cuartiles y percentiles, y viene dada por

0
B~ Ty ¢t

donde Q = @5 — Q,) es el rango semi-intercuartil. Nos referiremos a k (letra griega mintscula
kappa) como el coeficiente percentil de curtosis; para la distribucidn normal, x vale 0.263 (véase
Problema 5.14).
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MOMENTOS, SESGO Y CURTOSIS DE UNA POBLACION

Cuando es necesario distinguir entre los momentos, medidas de sesgo y medidas de curtosis de una
poblacion y los de una muestra suya, s¢ suelen usar simbolos latinos para los primeros y griegos
para los segundos. Asi, si los momentos de la muestra se denotan por m, y m,, los correspondientes
simbolos griegos seran g, y i, (p es la letra griega mu). Los subindices seran siempre simbolos
latinos:

Analogamente, si las medidas de sesgo y curtosis de la muestra se denotan a; y a,, respectiva-
mente, las de la poblacion seran oy y oy (x ¢s la letra griega alfa).

Ya sabemos, Capitulo 4, que la desviacion tipica de una muestra y de una poblacion se denotan,
respectivamente, por s y 0.

MOMENTOS

5.1. Hallar los cuatro primeros momentos del conjunto 2, 3, 7, 8, 10.

Solucion

i (a) El primer momento, o media aritmética, es

i Y X 2eaike et 4 + 10 00
X= 1 .—_—=6
‘|_ N 5 5
(b) El segundo momento es
57 2 2 2 2 2
X,Z:ZA”:z + 32+ 7"+ 8 +10=§E=45.2
N 5 5

(c) EIl tercer momento €s

— ¥ 24+3¥4+7+8+10° 1
X3=ZN= + +5+8+ =8590=3?8

(d) El cuarto momento ¢s

4 4 4 4 4
221\?’“:2 + 3 +?s+8 + 10 =16':94=3318.8

x*

/
52. Hallar los cuatro primeros momentos respecto de la media para el conjunto de nameros del Proble-
ma 3.1

Solucidén

(X—X*)_(2—6]+(3—6)+(7—6)+(8—6)+(10—6}_9_0
N i > 5 T

) ST = &

m, es siempre cero yaque X — ¥ = X — X = 0 (véase Probl. 3.16).
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54.

3.5
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my e TR = X=X 267+ (36 +(7— 67+ (867 +(10-6 46
= X = =

Nétese que m, es la varianza 52,
(©) m3=m=z (X¥—Xx)? _R2—-6°+(3-6+(7-6’+(8—6)>+(10—6) L 7B | 3
N 5 5
e . — 4 A e R e il
@ m4={X—)?}“=Z(XN X)) _2-6*+3-6*+0 56) +(8—6)*+(10 6]“=%32122

‘Hallar los cuatro primeros momentos respecto del origen para el conjunto de nimeros del Pro-
blema 5.1.

Solucién
(@ m,l=(X—_-4—}=Z{XN—4)=(2—4)+(3—4}+(7—54)+(8-4)+(10h4}=2
®) m,z=m=2(x—4}2=(2_4)2+(3—4)2+(7-4}2+(8—4)2+{10~4)2=@z13_2
N 5 5
© mg=m=2(x—4}3=(2—4}3+(3—4)3+(7—4)3+(8—4)3+(10—4)3=§=59_6
N 5 5 _
@ m;=(T—4—)4=Z();_4)4=(2*4)4”3_4}4“7_54)4”8_4)4”10*4)4:1?530 ES

Usando los resultados de los Problemas 5.2 y 5.3, verificar las relaciones entre momentos: (a) my, =
=my — mP, (B)my = my = 3mymiy + 202y () my = my — dmimy + 6mimy — 3mlt.
Solucién
Por el Problema 5.3 tenemos m; = 2, m, = 132, my = 59.6 y m, = 330. Por tanto:
(@ my =my —m? =132 — (22 =132 —4 =92
(B) my = my — 3mimy, + 2mP = 59.6 — (3)(2)(13.2) + 22 = 596 — 792 + 16 = —36
(€) my = my — dmymsy + 6mZm, — 3w = 330 — 4(2)(59.6) + 6(2)%(13.2) — 3(2)* = 122

de acuerdo con el Problema 5.2,

Probar que: (@) m, = my —m, (b) my =ty —3m\ymy +2m? y () m, = my — dmim’y + 6m'Zm;, — 3m't.
Solucién
Sid=X— A, entonces X =4 +d X =A+dy X — X =d — d Luego:

(@

Wy ==X~ @ -3 =@ -3
=d_2—232+az=d_2--~32=m’2-_m12

I

(&)

my=(X~—-XP =@d-a7 =@ - 3d%d + 3dd* — D)
=d_3—3Hd_2+333—33=_d_3—33a‘_2+233=m’3—-3m’1m3+2m]3
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(c)

X _RF —@=a =@ — 4d°d + 6°T — 4dd + &)
?-4Hd_3+633?—434+34=37—4335+6&‘Zd_2—334

= m, — Amyy + 6miEm, — 3my}

My

Por extension de este método, se pueden deducir resultados similares para ms, Mg, etc.

CALCULO DE MOMENTOS PARA DATOS AGRUPADOS

5.6. Hallar los cuatro primeros momentos respecto de la media para la distribucion de alturas del Pro-

blema 3.22.
Solucién
Tabla 5.1
X u f fu Sfu? fir? Jut
6t -2 5 —10 20 —40 ' 80
64 -1 18 —18 18 —18 18
67 0 42 0 0 (0] 1]
70 1 27 27 27 27 27
73 2 8 16 32 64 128
N=) f=100 Y fu=15 Y fur=97 | Y fu?=33 Y. fut=253

il El trabajo lo resume la Tabla 5.1, de la que vemos que

s is_ AL ,3Eﬁ‘3_ 32_ =
_{3)(100)_0.45 y = ¢ = 9 55) = 891

Il

m’—c'fu
Ll N

2 4
my = ¢ L }{:“ = (3)2(%) =87 m, = c* ZN’_C“ " (3}‘{%} = 20493
Asi pues,
m =0
[ m, = my — m? = 8.73 — (045)* = 8.5275

nty — 3ty + mi = 891 — 3(045)@8.73) + 2(0.45° = —2.6932
my = niy — dmyms + 6mim, — Im?
_ 20493 — 4(0.45)(891) + 6(0.45(8.73) — 3(045)* = 199.3759

3
1

57. Calcular: (@) my, (B) m}, (c) m5, (d) my, (e) my, (f) my, (8) M3 (h) my, () X, () s, (k) X2 y () X3
para la distribucion de la Tabla 4.7 del Problema 4.19.

Solucién

Procédase como indica la Tabla 5.2.
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Tabla 5.2

X u f Ju fi? Ju Jfut
70 -6 4 —24 144 —864 5184
74 -5 9 —45 225 —1125 5625
78 -4 16 —64 256 —1024 4096
82 -3 28 —84 252 —756 2268
86 -2 45 —-90 180 —360 720
90 -1 66 —66 66 —66 66
A—+4— 94 0 85 0 0 0 0
98 1 72 72 72 72 72
102 2 54 108 216 432 864
106 3 38 114 342 1026 3078
110 4 27 108 432 1728 6912
114 5 18 90 450 2250 11250
118 6 1 66 396 2376 14256
122 7 5 ] 245 1715 12005
126 8 2 16 128 1024 8192

N=Y f=480 | ¥ fu=236 |3 fu’=3404 |Y fu?=6428 |3 fu*=74,588

e }(236) = 1.9667

N 480
2
e I
(b) my = & (4’(430 = 113.4667
Zﬁfa

(¢) my = {4}3(6428) = 857.0667

) m, =t Zj;_“‘ = (434(74’588) = 39,780.2667

480
(e) my =20
(f) my = nmy — m¥ = 1134667 — (1.9667)> = 109.5988
(g) my = my — 3m\ymy + 2m? = B57.0667 — 3(1.9667)(113.4667) + 2(1.9667)° = 202.8158

Y A

(h) my, = my — dm'my + 6miEm, — 3mt = 35,627.2853

(1 X:(A+d}=A+M1=A+c¥=94+1.9667=95.97

(j) J_ ./109.5988 = 1047

(A + dP? = (4% + 24d + d%) = A% + 24d + d* = A% + 24m, + m)
(94)* +2(94)(1.9667) + 113.4667 =9319.2063, o sea 9319 con cuatro cifras significativas

+dP = (A° + 34%d + 3Ad® + &) = A® + 3423 + 34d% + &°

() X¥* =W
A*+34%m +34m, +my=915,571.9597, o sea 915,600 con cuatro cifras significativas

I iI
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COMPROBACION DE CHARLIER

5.8. [Ilustrar el uso de la comprobacién de Charlier en los calculos del Problema 5.7.

Solucién

Para ello, sumamos a la Tabla 5.2 las columnas de la Tabla 5.3 (excepto la columna 2 que se repite

en la Tabla 5.3 por conveniencia).
En cada uno de los siguientes agrupamientos, el primero esta sacado de la Tabla 5.3 y el segundo
de la Tabla 5.2. La igualdad de los resultados en cada grupo proporciona la deseada comprobacion.

Y flu+1)=716

Y. fu+ N=236+480=716

Y flu+1)*=4356

Yfur +2 Y fu+ N=3404 + 2(236) + 480 =4356

Y flu+1)*=17.828

Y fut+3 Y fu+3 Y fut+ N=6428 +3(3404)+3(236) +480=17,828

Y flu+1)*=122,148

Y fur+4 Y fuP+6Y fut+4 Y fut+ N=74,588+4(6428)+ 6(3404) +4(236) + 480 =122,148

Tabla 5.3

u+ 1 SF flu+ 1) S + 1)? Sl + 1) flu + 1)
—5 4 20 100 — 500 2500
—4 9 —36 144 —576 2304
-3 16 —48 144 —432 1296
—2 28 --56 112 —224 448
-1 45 —45 45 —45 45
0 66 0 0 0 0
1 85 85 85 85 85
2 72 144 288 576 1152
| 54 162 486 1458 4374
4 38 152 608 2432 9728
5 27 135 675 3375 16875
6 18 108 648 3888 23328
7 11 77 539 3773 26411
8 5 40 320 2560 20480
9 2 18 162 1458 13122

N=3)f= Yfu+ )= YV flu+ 1= |Yfu+1)’=|Yflut )=
= 480 = 716 = 4356 = 17828 = 122148

CORRECCIONES DE SHEPPARD PARA LOS MOMENTOS =

5.9. Aplicar las correcciones de Sheppard para determinar los momentos respecto de la media para los
datos en: (@) Problema 5.6 y (5) Problema 5.7.
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Solucién

m; — 212 = 8.5275 — 3212 = 7.7775
my — ilm, + it

199.3759 — 4(3)%(8.5275) + 5(3)*

= 163.3646
m, ¥y m, no necesitan correccion

(6) m, corregido = m, — /12 = 109.5988 — 42/12 = 108.2655
m, corregido = my, — 3c%m, + zlgc*

35.627.2853 — 3(4)(109.5988) + 1(d)*

34,757.9616

(@) m, corregido

m, corregido

|

SESGO

5.10. Hallar el (@) primero y (b) segundo coeficientes de Pearson de sesgo para la distribucién salarial de

5.11.

los 65 empleados de la empresa P&R (véanse Probs. 3.44 y 4.18).

Soluci6n
Media = $279.76, mediana = $279.06, moda = $277.50 y la desviacion tipica s = $15.60. Asi pues:

media — moda _ $279.76 — $277.50
s = $15.60

(a) Primer coeficiente de sesgo = = 0.1448, o0 sea 0.14

3(media — mediana) _ 3(8279.76 — $279.06)

(6) Segundo coeficiente de sesgo = = 0.1346,

5 $15.60
o sea 0.13
Si se usa la desviacion tipica corregida [véase Prob. 4.21()], estos coeficientes pasan a ser,
respectivamente:
media — moda  $279.76 — $277.50
= = 0.1474, ;

(@ s corregida $15.33 o assll

3(media — mediana)  3($279.76 — $279.06)
b - = = 0.1370 0.14
®) s corregida $15.33 G139 i

Como los coeficientes son positivos, la distribucién tiene sesgo positivo (o sea, a la derecha).

Hallar el coeficiente: (a) cuartil y (b) percentil de sesgo para la distribucion del Problema 5.10 (véase
Problema 3.44),

Solucién

Q: = 826825, Q; = P5o = $279.06, 03 = $290.75, P,y = D, = $258.12y Poy = Dy = $301.00.
Luego:
05—20,+Q, $290.75—2($279.06) + $268.25
0,-0, $290.75 — $268.25
Pyo—2Pso+ Py $301.00—2(3279.06) + $258.12
Poo=Pyy $301.00 —$258.12

(@) Coeficiente cuartil de sesgo= =0.0391

(b) Coeficiente percentil de sesgo = =0.0233
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512, Hallar el coeficiente momente de sesgo a; para: (a) la distribucion de alturas de estudiantes universi-
tarios del Problema 5.6 y (b) los IQ de alumnos de escuela elemental del Problema 5.7.
Solucién
(@) m, = s* = 85275y my = —2.6932. Luego
My my —2.6932

BT T (Umy (B

Si se usan correcciones de Sheppard para agrupar [véase Prob. 5.9(a)], entonces

= —0.1081 osea —0.11

i, —2.6932

(«/m, corregido)? T (/1775

= —0.1242 osea —0.12

a, corregido =

_my 2028158
s (Smy)®  (J/109.5988)3

Si se usan correcciones de Sheppard para agrupar [véase Prob. 5.9(a)], entonces

= 0.1768 osea 0.18

ms 202.8158

(/m, corregido)®  (/108.2655)°

Notese que ambas distribuciones son poco sesgadas, la (a) a la izquierda (negativamente) y la
(b) a la derecha (positivamente). La (b) es mas sesgada que la (a); esto es, (@) es mas simétrica que
(b), como queda patente por €l hecho de que el valor numérico (o valor absoluto) del coeficiente
de sesgo es mayor para (b) que para (a).

= 0.1800 osea 0.18

d, corregido =

CURTOSIS

5.13. Hallar €l coeficiente momento de curtosis a, para los datos de: (a) Problema 5.6 y () Problema 35.7.

Solucién

(a)
my My 199.3759
e e e Y 2.74
ds — =7 85275 7418 o0 sea

Si se usan correcciones de Sheppard [véase Prob. 5.9(a)], entonces

.. mgcorregido 1633646
a, corregido = 7, Cotrepide)’ = G775 ~ 27007 osea 2.70

(b)
my M, 35,627.2853
Ll B OpSiitool T osen 297
%= & T2 T (109.5988) mk

Si se usan correcciones de Sheppard [véase Prob. 5.9(b)],_ entonces

id 34,757.9616
5 eovtesin = m, corregido 4,757.96

e A Loy = 000 a 297
(m, corregido)  (108.2655) osea 2.9
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Como para una distribucién normal a, = 3, se sigue que ambas distribuciones, {@) y (), son
platiciirticas con respecto a la normal (o sea, mas aplastadas que la distribucion normal).

En lo referente a aplastamiento, la distribucion (b) se aproxima a la normal mucho mas que
la (@). Sin embargo, sabemos del Problema 5.12 que en lo concerniente a la simetria, la (a) se

aproxima més a la normal.

(@) Calcular el coeficiente percentil de curtosis ¥ = Qf(Fyy — Pyg), para la distribucion del Pro-

blema 5.11.

(b) ¢Se aproximaria bien por una distribucién normal?

Solucién

(@ Q=0 — 0) = 4829075 — $268.25) = $11.25, Py — P,, = $301.00 — $258.12 = $42.88.

Por tanto k = Ol(Fye — Pio ) = 0262

{b) Como para la distribucién normal « vale 0.263, se sigue que la distribucién dada es mesocirtica
(o sea de aplastamiento mas o menos normal). Asi pues, la curtosis es la misma gue para una
distribucion normal y nos lleva a creer que seria bien aproximada por ella, al menos en lo referente

a curtosis.

MOMENTOS

3.15.

5.16.

5.17.

5.18.

5.19.

5.20.

Hallar los cuatro primeros momentos -del
conjunto 4, 7,5, 9, 8, 3, 6.

Hallar los cuatro primeros momentos res-
pecto de la media para el conjunto de nime-
ros del Problema 5.15.

Hallar los cuatro primeres momemtos res-
pecto del niimero 7 para ¢l conjunto de nu-
meros del Problema 5.15.

Usando les resuttados de los Problemas 5.16
y 5.17, vesificar las relaciones entre momen-
tos: (@) my, = my — me, (b) my = my —
— 3mymly + 2m v (Q) m, = my — Amym’y +
+ 6miZm, — 3t

Hallar {os cuatro primeros momentos res-
pecto de la media para ¢l conjunto de nome-
ros de la progresion aritmética 2, 5, 8, 11,
14, 17.

Probar que: (a) ms =my + k%, (B) miy=m; +
+ 3hm, + B ylc)my = my + dhm, -+
+ 6h*m, + k* donde h = m),

521

5.22.

5.23.

5.24.

5.28.

5.26.

§i el primer memento respecto del nimego 2
es 5, jcudl es la media?

Si los primeros cuatro momentos de un con-
junto de ntimeros respecto del numero 3 son
—2, 10, —25 y 50, determinar los correspon-
dientes momentos respecto de: (g) la media,
(b) €l nimero 5 y (c) el cero.

Hallar los cuatro primeros momentos res-
pecto de fa media para el conjunto de no-
meres0,0,0, 1,1, 1,1y L.

(@) Probar que ms = mi, — Smimy +
+ 10mPniy — 10m ety + dnif.
(h) Deducir una formula similar para my,,.

De un total de N nameros, la fraccién p son
unos ¥y la fracciobn ¢ = 1 — p son ceros.
Hallar: (¢) my, (b) my, (0) my y (d) my.

Probar que los primeros cuatro momentos
respecto de la media de la progresion aritme-
ticag, a+das+ 2 .,a+ (n— 1)d
sonmy =0, m, = 50 — Dd* my =0
y m, = sgn* — )(3n? — 7)d*. Comparar
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con el Problema 5.19 (véase también ¢l Pro-
blema 4.69). [Ayuda: 1* + 2% + 3% 4+ ...
+(n—1)* = Lan—1)2n—1)3n%—3n—1)]

MOMENTOS PARA DATOS AGRUPADOS

5.27.

Calcular los primeros cuatro momentos res-
pecto de la media para la distribucion de la
Tabla 54,

Tabla 54

12
14
16
18
20
22

R N

5.28.

5.29.

5.30.

5.31.

Total 30

Ilustrar el uso de la comprobacién de Charlier
para los célculos del Problema 5.27.

Aplicar las correcciones de Sheppard a los
momentos obtenidos en el Problema 5.27.

Hallar los cuatro primeros momentos res-
pecto de la media para la distribucién del
Problema 3.59: (a) sin correcciones de Shep-
pard y (b) con correcciones de Sheppard,

Hallar: (@) my, (b) my, (c) ms, (d) my, (e) X,

(f) s (&) X% (B) X3, () X* y () (X + 1)°
para la distribucion del Problema 3.62.

SESGO

5.32.

5.33.

5.34.

Hallar el coeficiente momento de sesgo a,
para la distribucion del Problema 5.27: (a)
sin y (b) con correcciones de Sheppard.

Hallar el coeficiente momento de sesgo a,
para la distribucion del Problema 3.59 (véase
Problema 5.30).

Los segundos momentos respecto de la me-
dia de dos distribuciones son 9 y 16, mientras
que los terceros momentos respecto de la

5.35.

5.37.

media son —8.1 y —12.8, respectivamen-
te. ;Qué distribucion es mas sesgada a la
izquierda?

Hallar los coeficientes de Pearson: (a) pri-
mero y (b) segundo, para la distribucion del
Problema 3.59, y explicar la diferencia.

Hallar el coeficiente de sesgo: (a) cuartil y (b)
percentil, para la distribucion del Problema
3.59. Comparar los resultados con los del
Problema 5.35 y explicar lo que se aprecie.

(a) Explicar por qué los coeficientes de
sesgo de Pearson no son apropiados
para la distribucion del Problema 2.31.

() Hallar el coeficiente cuartil de sesgo
para ella e interpretar el resultado.

CURTOSIS

5.38.

5.39.

5.40,

541.

5.42,

5.43.

Hallar ¢l coeficiente momento de curtosis a,
para la distribucion del Problema 5.27: (a)
sin y (b) con correcciones de Sheppard.

Hallar el coeficiente momento de curtosis
para la distribucion del Problema 3.59: (a)
sin y (b) con correcciones de Sheppard (véase
Problema 5.30).

Los cuartos momentos respecto de la media
de las distribuciones del Problema 5.34 son
230 y 780, respectivamente. ;Qué distribucion
se aproxima mas a la normal desde el punto
de vista de: (a) aplastamiento y (b) sesgo?

(Cual de las distribuciones del Problema 5.40
es: (a) leptocartica, (b) mesocirtica y (c) pla-
tictrtica?

La desviacion tipica de una distribucion si-
métrica es 5. ;Cudl debe ser ¢l valor del cuar-
to momento respecto de la media para que
la distribucion sea: (a) leptocirtica, (&) meso-
curtica y (c) platiclirtica?

(@) Calcular el coeficiente percentil de cur-
tosis para la distribucion del Proble-
ma 3.59.

(b) Comparar el resultado con el valor ted-
rico 0.263 para la normal ¢ interpretar.

(¢) ¢Como se puede reconciliar este resul-
tado con el del Problema 5.39?



CAPITULO 6

Teoria elemental de probabilidades

DEFINICIONES DE PROBABILIDAD
Definicién clasica
Supongamos que un suceso E tiene 4 posibilidades de ocurrir entre un total de n posibilidades, cada

una de las cuales tiene la misma oportunidad de ocurrir que las demas. Entonces, la probabilidad
de que ocurra E (o sea un éxito) se denota por

p = Pr{E} =

|

La probabilidad de que no ocurra E (o sea, un fracaso) se¢ denota por

S h
B et =T pe=nlis PHE)
n 1

g = Pr{no E} =

Asi pues, p + g = 1, es decir, Pr{E} + Pr{no E} = 1. El suceso «no E» se denotara por E,

E o ~ E.

EJEMPLO 1. Sea E el suceso de que al tirar un dado una vez salga un 3 o un 4. Hay seis formas de caer el
dado, dando 1,2, 3,4, 50 6; y si el dado es bueno (no trucado), como se supondra en todo lo que sigue salvo
mencion explicita, podemos suponer que las seis tienen la misma oportunidad de salir. Como E puede ocurrir
de dos formas, tenemos p = Pr{E} = £ = &.

La probabilidad de que no salga ni 3 ni 4 (o sea, de que salga 1,2, 506)es g = Pr{E} =1—-3=

Lt

Notese que la probabilidad de un suceso es un ntmero entre 0 y 1. Si un suceso es imposible, su

probabilidad es 0. Si un suceso debe ocurrir necesariamente (suceso seguro) su probabilidad es 1.

Si p es la probabilidad de que ocurra un suceso, las apuestas a su favor estan p: g (lease «p a qn»).

Luego las apuestas en su contra estan g:p. Asi, las apuestas contra la aparicion de un 3 0un4al
1

lanzar un dado bueno son g:p = 3:5 = 2:1(0osea, 22 1)

Definicion como frecuencia relativa

La definicién clasica de probabilidad tiene la pega de que las palabras «misma oportunidad»
aparecen como sinonimas de «equiprobables», lo cual produce un circulo vicioso. Por ello, algunos
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defienden una definicion estadistica de la probabilidad. Para ellos, la probabilidad estimada, o
probabilidad empirica, de un suceso se toma como la frecuencia relativa de ocurrencia del suceso
cuando el nimero de observaciones es muy grande. La probabilidad misma es el /imite de esa
frecuencia relativa cuando el nimero de observaciones crece indefinidamente.

EJEMPLO 2. Sien 1000 tiradas de una moneda salen 529 caras, la frecuencia relativa de caras es 529/1000 =
= 0.529. Si en otros 1000 lanzamientos salen 493 caras, la frecuencia relativa en el total de 2000 tiradas es (529 +
4+ 493)/2000 = 0.511. De acuerdo con la definicion estadistica, continuando de este modo nos iremos
acercando mas y mas a un nimero que representa la probabilidad de que salga cara en una sola tirada. De los
resultados presentados, éste seria 0.5, con un digito significativo. Para obtener mas digitos habria que hacer
mas tiradas.

La definicion estadistica, si bien 1til en la practica, tiene una desventaja matematica en el hecho
de que un limite puede no existir. Por esa razon, la moderna teoria de la probabilidad es axiomatica
y deja el concepto de probabilidad sin definir, al igual que sucede en geometria con el punto y la
recta.

PROBABILIDAD CONDICIONAL; SUCESOS INDEPENDIENTES

Y SUCESOS DEPENDIENTES

Si E, y E, son dos sucesos, la probabilidad de que E, ocurra dado que haya ocurrido E, se denota
por Pr{E, | E,}, o Pr{E, dado E,}, y se llama la probabilidad condicional de E, dado E,.

Si la ocurrencia o no de E, no afecta para nada la probabilidad de ocurrencia de E,, entonces
Pr{E, | E,} = Pr{E,}, y diremos que E, y E, son sucesos independientes; en caso contrario, s¢ dira
que son sucesos dependientes.

Si denotamos por E,E, el suceso de que «ambos E, y E, ocurran», llamado un suceso
compuesto, entonces

PelELE ) = PelE | PUE, | E} (1)
En particular,
Pr{E,E,} = Pr{E,} Pr{E,} para sucesos independientes (2)

Para tres sucesos E,, E, y E;, tenemos

Pr{E,E,E;} = Pr{E,} Pr{E,|E,} Pr{E;| E\E;} 3)

Esto es, la probabilidad de que ocurran E;, E, y E, es igual a (la probabilidad de E,) x (la
probabilidad de E, dado E,) x (la probabilidad de E, dados E, y E,). En particular,

Pr{E E,E,} = Pr{E,} Pr{E,} Pr{E,} para sucesos independientes (4)

En general, si E,, E,, E;, ..., E, son n sucesos independientes con probabilidades respectivas p,,
P25 P3» ---» P €0tonces la probabilidad de que ocurran £, y E; y E; y --- E, €5 pipapP3 *** Pu
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EJEMPLO 3. SeanE,y E; los sucesos «cara en ¢l quinto lanzamiento» ¥ «cara en el sexto lanzamiento» de
una moneda, respectivamente. Entonces: E, y E, son sucesos independientes ¥, por tanto, la probabilidad de
que salga cara en ambos intentos (supuesta la moneda no trucada, aqui y en lo que sigue) es

1\ /1 1
Pr{E,\E;} = Pr{E,) Pr{E,} = (5) (5) =

EJEMPLO 4. Silas probabilidades de 4 y B de estar vivos dentro de 20 afios son 0.7 ¥ 0.5, respectivamente,
entonces la probabilidad de que ambos lo estén es (0.7)(0.5) = 0.35.

EJEMPLO 5. Una caja contiene 3 bolas blancas ¥ 2 bolas negras. Sea E, el suceso «la primera bola
extraida es negra» y E, el suceso «la segunda bola extraida es negra». Las bolas extraidas no se devuelven a la
caja. £, y E, son sucesos dependientes,

La probabilidad de que la primera bola sea negra es Pr{E} =2/3 +2) = 3. La probabilidad de que la
segunda sea negra, dado que ya lo haya sido la primera, es PHE | E} = 1/3 + 1) = + Luego la
probabilidad de que ambas sean negras es

1
10

Pr{E\E,} = Pr{E,} Pr{E, |E,} =

|t
o=

.

SUCESOS MUTUAMENTE EXCLUYENTES Uvig,)

Dos o més sucesos se llaman sucesos mutuamente excluyentes si la ocurrencia de cualquiera de ellos
excluye la de los otros. De modo que si £; y E, son sucesos mutuamente excluyentes, entonces
Pr{EE,} = ¢

Si E, + E, denota el suceso de que «ocurra E, o bien E, 0 ambos a la vez, entonces

Pr{E, + Ex} = Pr{£)} + Pr{E,} — Pr{E,E,) (5)
En particular, :
Pr{E, + E,} = Pr{E,} + Pr{E,} para sucesos mutuamente excluyentes (6)

Como extension de esto, si E,, E,, ..., E, son n sucesos mutuamente excluyentes con probabili-
dades respectivas £, 0 E, o -+ E.esp, +p, + - + p,.

El resultado (5) se puede generalizar a tres o0 mas sucesos mutuamente excluyentes (véase
Problema 6.38).

EJEMPLO 6. Sean E, ¢l suceso «sacar un as de una baraja» y E, «sacar un rey». Entonces PriE,} = & =
=15y P{E,) = & = L. La probabilidad de sacar o un as o un rey en un solo ensayo es

[ o

- ! 1
Pr{E, + E,} = Pr{E,} + Pr{E,} = T

—
LN

bues no es posible sacar ambos a la VEZ, ¥ son, por tanto, sucesos mutuamente excluyentes.

EJEMPLO 7. Sean £, el suceso «sacar un asy de una baraja y E, «sacar una espada». Entonces E, v E, no
son sucesos mutuamente excluyentes, porque puede sacarse el as de espadas. Luego la probabilidad de sacar
un as o una espada o ambos es -

4 13 1 16

Pr{E, + E,} = Pr{E,} + Pt{E,} — BB = o 5=

4
3
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DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD
Discretas

Si una variable X puede tomar un conjunto discreto de valores X, X5, ..., Xi, con probabilidades
respectivas p,, p,, ..., px, donde p; + p, + -+ + px = 1, decimos que tenemos definida una
distribucion de probabilidad discreta para X. La funcion p(X), que tiene valores p;, p,, ..., Px para
X = X,, Xy, -, X, se llama funcion de probabilidad o una funcion de frecuencia de X. Como X puede
tomar ciertos valores con ciertas probabilidades, se le llama una variable aleatoria discreta. Una
variable aleatoria se conoce también como variable estocastica.

EJEMPLO 8. Sea X la suma de puntos obtenida al lanzar dos dados. La distribucion de probabilidad se
muestra en la Tabla 6.1. Por ejemplo, la probabilidad de obtener suma 5 es 55 = §; asi que en 900 tiradas se
esperan 100 tiradas con suma 5.

Tabla 6.1

X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

plX) 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

Nobtese que esto es analogo a una distribucion de frecuencias relativa, con probabilidad en lugar
de frecuencia relativa, De manera que podemos pensar en las distribuciones de probabilidad como
formas teodricas o ideales en el limite, de distribuciones de frecuencia relativa cuando el nimero de
observaciones es muy grande, Por eso podemos pensar en las distribuciones de probabilidad como
si fueran distribuciones de poblaciones, mientras que las distribuciones de frecuencia relativa son
distribuciones de muestras de esa poblacion.

La distribucion de probabilidad se puede representar graficamente dibujando p(X) versus X,
igual que para las distribuciones de frecuencia relativa (véase Prob. 6.11).

Acumulando probabilidades, obtenemos distribuciones de probabilidad acumulada, analogas a
las distribuciones de frecuencia relativa acumulada. La funcion asociada con esa distribucién se
llama una funcién de distribucion.

Continuas

Las ideas anteriores se extienden a variables X que pueden tomar un conjunto continuo de valores.
El poligono de frecuencias relativas de una muestra se convierte, en ¢l caso teodrico o limite de una
poblacion, en una curva continua (como la de la Fig. 6.1) de ecuacién ¥ = p(X). El area total bajo
esa curva y sobre el eje X es 1, y el area entre X = ay X = b (sombreada en la figura) da la
probabilidad de que X esté entre a y b, que se denota por Pr{a < X < b}.
 Llamamos a p(x) una funcién densidad de probabilidad, o brevemente una funcion densidad, y
cuando tal funcion es dada decimos que se ha definido una distribucion de probabilidad continua
para X. La variable X se llama entonces una variable aleatoria continua.

Como en el caso discreto, podemos definir distribuciones de probabilidad acumulada y las
asociadas funciones de distribucion.
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nX)

a-. -
Figura 6.1.

ESPERANZA MATEMATICA

Si p es la probabilidad de que una persona reciba una cantidad S de dinero, la esperanza
matemdtica (o simplemente esperanza) se define como pS.

EJEMPLO 9. Si la probabilidad de que un hombre gane un premio de $10 es i/5, su esperanza matematica
es 4510) = $2.

El concepto de esperanza matematica se extiende ficilmente. Si X denota una variable aleatoria
discreta que puede tomar los valores X, X, ..., Xi con probabilidades p,, p,, .., px, donde p, + p, +
+ w4+ pp = 1, 1a esperanza matematica de X (o simplemente esperanza de X), denotada E(X), y s¢
define como

= [

[
EX) = piXy + pXy + - + peXg = ), pX; = ) pX 7

=1

Si las probabilidades p; en esa expresion se sustituyen por las frecuencias relativas f;/N, donde
N =3 f; la esperanza matematica se reduce a (3 fX)/N, que es la media aritmética X de una
muestra de tamafio N en la que X,, X,, ..., X aparecen con estas frecuencias relativas. Al crecer N
mas y mas, las frecuencias relativas se acercan a las probabilidades p;. Asi que nos vemos abocados
a interpretar E(X) como la media de la poblacién cuyo muestreo se consideraba. Si llamamos m a la
media muestral, podemos denotar la media poblacional por la correspondiente fetra griega u (mu).

Puede definirse, asimismo, la esperanza matematica para variables aleatorias continuas, pero
requiere el calculo.

RELACION ENTRE POBLACION, MEDIA MUESTRAL Y VARIANZA

Si seleccionamos una muestra de tamarfio N al azar de una poblacion (o sea, suponemos que todas
las posibles muestras son igualmente probables), entonces es posible mostrar que el valor esperado
de la media muestral m es la media poblacional .

No se deduce, sin embargo, que el valor esperado de cualquier cantidad calculada sobre una
muestra sea la cantidad correspondiente de la poblacion. Asi, el valor esperado de la varianza
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muestral, como la hemos definido, no ¢s la varianza de la poblacion, sino (N — 1)/N veces dicha
varianza. Por eso algunos estadisticos prefieren definir la varianza muestral como nuestra varianza
multiplicada por N/(N — 1).

ANALISIS COMBINATORIO

Al hallar probabilidades de sucesos complicados, suele resultar dificil y tediosa una enumeracion de
los casos. El analisis combinatorio facilita mucho esa tarea.

Principio fundamental

Si un suceso puede ocurrir de »; maneras, y si cuando éste ha ocurrido otro suceso puede ocurrir de
n, maneras, entonces el nimero de maneras en que ambos pueden ocurrir en el orden especificado
€s nyH,.

EJEMPLO 10. Si hay 3 candidatos para gobernador y 5 para alcalde, los dos cargos pueden ocuparse de

3-5 = 15 formas.

Factorial de n

La factorial de n, denotada por #!, se define como
n=nn— D —2) -1 (8)
Asi, 5! = 5-4-3-2-1 =120, y43' =(4-3-2:1)(3-2-1) = 144, Conviene definir 0! = 1.

Permutaciones

Una permutacion de n objetos tomados de r en r es una eleccién ordenada de r objetos de entre n. El
nimero de permutaciones de # objetos tomados de r en r se denota por , P, P(n, 1), 0 P, , y viene
dado por

n!

,,P,zn(n—l)(n—Z) (H"F+I}—m

©)

En particular, el nimero de permutaciones de # objetos tomados de # en n es
nP=mnn-—1)n-=2--1=nl

EJEMPLO 11. El nameros de permutaciones que se pueden dar de las letras a, b y ¢ tomadas de dos en dos
€s 4P = 3 -2 = 6. Son ab, ba, ac, ca, be y cbh. —

El numero de permutaciones de n objetos, de los que n; son iguales, n, son iguales, ... es

:
Tn.' donden = n; + ny + - (10)
Hl‘ﬂz.“‘
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@
EJEMPLO 12. El nimero de permutaciones de las letras de la palabra «stz{\ti%)ticrs» es
— ) 1

10!

eI TR

porque hay 3 eses, 3 tes, 1 a, 2ies y 1 c.

COMBINACIONES

SR
Una combinacion de n objetos tomados de r en r.es una seleccion de r de e]losff sm Amportar el
orden de los r escogidos. El niimero de combinaciones de n objetos, tomados de ren 7 se denota por
(;) y viene dado por

= {an

(n) o — ) = % W ) b

7 T ! i — _f‘)!_L

EJEMPLO 13. El namero de combinaciones de las letras a, b y ¢ tomadas de dos en dos es

3N . 3.2
(z)_ T

Son ab, ac y bc. Notese que ab es la misma combinacién que ba, pero no la misma permutacién.

APROXIMACION DE STIRLING A n!

Cuando n es grande, la evaluacion directa de n! es horrible. En tal caso, se usa una formula
aproximada debida a James Stirling:

n = /2mun"e " (12)

donde ¢ = 2.71828 --- es la base natural de logaritmos (véase Prob. 6.31).

RELACION DE LA PROBABILIDAD CON LA TEORIA DE CONJUNTOS

En la moderna teoria de probabilidad, se piensa en los posibles resultados de un ensayo, experimen-
to, etc., como puntos de un espacio (que puede ser de 1, 2, 3, .., dimensiones), llamado espacio
muestral S. Si S contiené solo un niimero finito de puntos, a cada punto estd asociado un nimero
no negativo, llamado probabilidad, tal que la suma de todos ellos es 1. Un suceso es un conjunto (0
coleccién) de puntos de S, tal como E, o E, en la Figura 6.2; esa figura se llama un diagrama de
Euler o de Venn. ,

El suceso E; +.E, es el conjunto de puntos que estdn en E; o en E, 0 en ambos, y el suceso
E,E, es el conjunto de puntos comunes a E, y a E,. Asi que la probabilidad de un suceso tal como
E, es la suma de las probabilidades asociadas a todos sus puntos. Anilogamente, la probabilidad
de E, + E,, denotada Pr{E, + E,}, es la suma de las probabilidades asociadas a todos los puntos
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Figura 6.2.

contenidos en €l conjunto E; + E,. S8i E; y E, no tienen puntos en comin (o sea, si son sucesos
mutuamente excluyentes), entonces Pr{E, + E,} = Pr{E;} + Pr{E,}. Si tienen puntos en comun,
entonces Pr{E, + E,} = Pr{E;} + Pr{E,} — Pr{E\E,}.

El conjunto E; + E, se denota a veces por E, u E, y se llama conjunto unién de los dos
conjuntos. El conjunto E, E, se suele denotar E; N E, y se llama interseccién de los dos conjuntos.
Cabe extender eso a mas de dos conjuntos; asi, en vezde E; + E, + E; y E,E,E,, podriamos usar
las notaciones E; v E, u E; y E; n E, n E;, respectivamente.

El simbolo ¢ (letra griega phi) se usa para denotar el conjunto vacio, que no contiene punto
alguno. La probabilidad asociada con un suceso correspondiente a este conjunto es cero (o sea,
Pr{¢} = 0). Si E, y E, no tienen puntos en comin, podemos escribir E,E, = ¢, que significa que
los correspondientes sucesos son sucesos mutuamente excluyentes, de donde Pr{E, E,} = 0.

Con este enfoque moderno, una variable aleatoria es una funcién definida en cada punto del
espacio muestral. Por ejemplo, en el Problema 6.36 la variable aleatoria es la suma de las coordena-
das de cada punto.

En el caso de que S tenga infinitos puntos, lo anterior se extiende usando nociones del Calculo.

REGLAS FUNDAMENTALES DE LA PROBABILIDAD

6.1. Determinar, o estimar, la probabilidad p de los siguientes sucesos:

(a) Una tirada de un dado resulte impar. fz zi‘: e

(b) Al menos una tara en dos tiradas de una moneda. ~7'*C

(c) Un as, el 10 de diamantes o el 2 de picas aparezca al sacar una sola carta de una baraja francesa
de 52 naipes, . [ (& Ly

(d) La suma de dos dadossea 7. “. s =

(e) Que aparezca una cruz en la préxima tirada de una moneda si han sahdo 56 caras de 100 tiradas
previas.

Selucién

(a) De los 6 casos equiprobables, tres (si salen 1, 3 6 5) son favorables al suceso. Luego p = 2 = 3
(b) 8i H denota cara y T cruz, pueden sahr HH HT, TH,y TT, con igual probabilidad. Solo los tres
primeros son favorables, luego p = :
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(¢) El suceso puede ocurrir de 6 maneras (los 4 ases, el 10 de diamantes y el 2 de picas) de los 52
casos posibles. Luego p = & = .

(d) Emparejando de todos los modos posibles las puntuaciones de los dos dados, hay 6 - 6 = 36
posibles casos. Pueden denotarse (1, 1), (2, 1), (3, 1), ..., (6, 6).

Las seis formas de que sumen 7 son (1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2) y (6, 1) [véase Prob. 6.37(a)].

Luegop = & = L.

(¢) Como salieron 100 — 56 = 44 cruces en 100 tiradas, la probabilidad estimada (o empirica) de
una cruz es la frecuencia relativa 44/100 = 0.44,

Un experimento consiste en tirar un dado y una moneda. Si £, es ¢l suceso «caray al tirar la moneda,
¥ E; es el suceso «3 & 6» al tirar el dado, enunciar en palabras el significado de:

@(E)  © &E; (o) PHEIE RUGR A 53 ?
0 By @ PHEE} () PE ¥+ E} i
Solucién gl : i

Filh

(a) Cruz en la moneda y cualquier cosa en el dado.

(6) 1,2,405en el dado y cualquier cosa en la moneda.

(¢) Caraen la moneda y 3 6 6 en el dado.

(d) La probabilidad de cara en la moneda y 1, 2,4 6 5 en el dado.

(e) La probabilidad de cara en la moneda, dado que en el dado sale 3 6 6.
(f) La probabilidad de cruz en la moneda o 1, 2, 4 6 5 en el dado, o ambos.

Se saca al azar una bola de una caja que contiene 6 bolas rojas, 4 blancas y 5 azules. Hallar la
probabilidad de que la bola extraida sea: (a) roja, (b) blanca, (¢) azul, (¢) no roja y (e) roja o blanca.

Solucion

Denotemos R, Wy B los sucesos de sacar una bola roja, blanca y azul, respectivamente. Entonces:

(a)

Pr{R) — formas de coger una bola roja 6 wpsl s 2
" formas totales de cogeruna bola 6 + 4 + 5 15 5
(b)
4 4
PriWl=—"—— = —
WS e o
! 5 5 1
PriB} = —————— = — =~
_ e e
() ¥y
Pr{fR} =1 — Pr{R} =1 — 3= por la parte ()
(e
©) PrR + W} = formas de coger una bola roja o una blanca 6 +4 10 2
¥ formas totales de coger una bola T A 1574

Otro método

Pr{R + W} = Pr{B} =1 — Pr{B} =1 —

por la parte (c)

k| =
| b2

Notese que Pr{R + W} = Pr{R} + Pr{W]} (es decir, § = # + {%). Esto ilustra la regla
general Pr{E, + E,} = Pr{E,} + Pr{E,} vélida para sucesos mutuamente excluyentes £, y E,.
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6.4.

6.5.

6.6.

ESTADISTICA

Un dado se lanza dos veces. Hallar la probabilidad de obtener 4, 5 6 6 en la primera tirada y 1, 2, 3
0 4 en la segunda. v
ol ) PG G P(s

Sea E;, = suceso «4, 5 6 6» en la primera tirada, y E, = suceso «1, 2, 3 06 4» en la segunda. Los
diversos resultados de las dos tiradas se emparegjan de 6 x 6 = 36 formas positles, todas equiproba-
bles. Las tres formas de salir el resultado apetecido en la primera y las cuatro de la segunda se
emparejan de 3 x 4 = 12 formas, los casos favorables en que E; y E, ocurren ambos, es decir E E,.
Luego Pr{E E,} = 12/36 = 1/3.

Notemos que Pr{E,E,} = Pr{E,} Pr{E,} (es decir, 1 = £ %) es valida para los sucesos indepen-
dientes E| y E;.

Solucion

De una baraja de 52 naipes, mezclados al azar, se sacan dos naipes. Hallar ia probabilidad de que
ambos scan ases si la primera extraida: (a) se devuelve a la baraja y (b) si no se devuelve.

Solucion
Sea £, = suceso «as» en la primera extraccion, y £, = suceso «as» en la segunda.

(¢) Sise repone, E, y E, son sucesos independientes. Asi pues, Pr{ambas sean ases} = Pr{E,E,} =
= Pr{E,} Pr{E;} = (53)(s3) = 1es-
(b) Si no se repone, la primera carta se saca de entre 52 y la segunda de entre 51, luego ambas pueden
sacarse de 52 x 51 formas, todas equiprobables.
Hay 4 casos favorables a E; y 3 a E,, de modo que ambos, £, y E,, o sea E, E,, pueden ocurrir
de 4 x 3 formas. Luego Pr{EE,} = (4 - 3)/(52 - 51) = 337.
Notese que Pr{E, | E,} = Pr{la segunda es un as dado que la primera era un as} = 3. Por
tanto, nuestro resultado ilustra la regla general de que Pr{E,E,} = Pr{E,} Pr{E,| E,} cuando
E, y E, son sucesos dependientes.

Se sacan sucesivamente 3 bolas de la caja del Problema 6.3. Hallar la probabilidad de que salgan en
el orden roja, blanca, azul si cada bola: (¢) se repone y (b) no se repone.

Soluciéon

Sea R = suceso wrojax» en la primera extraccion, W = suceso «blanca» en la segunda y B = suceso
«azul» en fa tercera. Se pide Pr{RWB}.
(@) Con reposicién, R, Wy B son sucesos independientes, luego

SRR i K R BT ) S

(f) Sin reposicion, R, W y B son sucesos dependientes y

6 4 5
Pr{RWB! = Pr{R! Prt{W|R} Pr{B|WR} = | ———
r{ i t{R} Pr{W|R} Pr{B| WR} (6+-4+5)(5+4+5)(5+3+5)

eIy 4

- \is/\ig/\13) 91
donde Pr{R| WR] es la probabilidad condicional de sacar una azul si ya han salido una blanca
y una roja.
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!ﬂ‘i Hallar la probabilidad de que salga al menos un 4 en dos tiradas de un dado.
p Solucion

Sea E, = suceso «4» en la primera tirada, E, = suceso «4» en la segunda y E; + E, = suceso

«4» en la primera o «4» en la segunda o en ambas = suceso de que salga al menos un 4. Se pide
Pr{E, + E,}.

Primer método

El nimero de formas en que pueden salir los dos dados es 6 x 6 = 36, Ademas,

Numero de formas de que salga E, perono £, = §
Nimero de formas de que salga £, perono E, = 5
Numero de formas de que salgan ambos E, yE,y = 1

Luego el niimero de formas en que al menos uno de ellos sale es 5 + § + | = 11 y, por tanto,
Pr(E, + £} = 4,

Segundo método

Como E,; y E, no son sucesos mutuamente excluyentes, Pr{£, + E,} = Pr{E\} + Pr{E,} —
— Pr{E,E,}. Ademas, como £, y E; son sucesos independientes, Pr{E,E,} = Pr{E,} Pr{E,}. Entonces
Pr{E, + E,} = Pr{E\} + Pr{E,} — Pr{E} Pr{E,} = 4 + 1 — (@)@ =+

1
6/\6 36

Tercer método

Pr{salir al menos un 4} + Pr{no salga ningin 4} = 1

Por tanto i;[H)) aE\ L i
1 R - :

Pr{al menos un 4} Pr{ningin 4}

{E, ¢ \ oz 5! 7 Priniden laprimera ni 4 en la scgunda} ‘jé A
1E U6 - 0\ ) o] |

= Pr{E\E,} =1 - Pr{E,} Pr{E,} ¢ 67 % 3

/ N T s o ARSI ot
' P e _(E)(E)“E

=% . 1 1

68. Una bolsa contiene 4 bolas blanca y £ bolas negrasf otra contiene i3 bolas blaw ES bolas negras.
Si se saca una bola de cada bolsa, hall; tbilidad de que: [W@Mag@a&-(b}_m

sean negras y (c) una sea blanca y la otra negra. Fre

{
| g s
Solucién (o 8 = (
Sea W, = suceso «bola blanca» de la primera bolsa y W, = suceso «bola blancas de la segunda.

(a)

o=

Pr{W\ W} = Pr{W,} Pr{W;} = ( 4 2)( 3 )

44+2/\3+5
(®)
2

H)-1
Pe{ W\ Wy} = Pr{W,} Pr{W,} = (4 L 2)<3 j 5) = 234
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6.9.

ESTADISTICA

(c) El suceso «una es blanca y la otra negra» es el mismo que «o la primera ¢s blanca, o la segunda
s negra o la primera negra y la segunda blanca»; esto es/ Wi\, + W, ;. Como W\ W, y W\ W,
son sucesos mutuamente excluyentes, tenemos o

Pr{W,W,} + Pr{W, Wz-}
= Pr{W,} Pr{W,} + Pr{W,} Pr{W,}

e bR

Pr{Ww,\ W, + W, W,}

Il

ha
Otro método

La probabilidad pedida es 1 — Pr{# W,} — Pr{W,W,} =1 — § — 355 = 3

2

+

Ay B juegan 12 partidas de ajedrez. A gana 6, B gana 4 y en 2 hacen tablas. Acuerdan jugar un torneo
de 3 partidas. Hallar la probabilidad de que: (a) A4 gane las 3, (b) hagan tablas en 2, (¢) 4 y B ganen
alternadamente y (d) B gane al menos 1 partida.

Soluci6n

Denotemos por 4,, A, ¥ A; los sucesos «4 gana» en la primera, segunda y tercera partidas,
respectivamente; y por By, B, y B, lo analogo para B. Sean T, T, y T; los sucesos «tablas» en las
tres partidas sucesivas.

Sobre la base de su experiencia pasada (probabilidad empirica), supondremos que Pr{4 gana
cualquier partida} = & = 4, que Pr{B gana cualquier partida} = {5 = 3, y que Pr{tablas en

2

cualquier partida} = & = £.

(@) Pr{d4 gane los 3 juegos} = Pr{d,4,4;} = Pr{4,} Pr{4,} Pr{d;} = G)(%)e) = é
suponiendo que los resultados de cada partida sean independientes, lo cual parece justificable (a
menos que los jugadores se dejen influir psicologicamente por las derrotas).

(b) Pr{tablas en 2 partidas} = Pr{1.* y 2.* en tablas, o 1.* y 3." en tablas, 0 2.* y 3. en tablas}

=Pr{T\T,T,} + Pr{T, T, T3} + Pr{T\ I, T3}
— Pr{T,} Pr{Ty} Pr{T3} + Pr(T;} Pr{T;} Pr(T:} + Pr{T,} Pr{T;} Pr{T3}

AN AW AT AN AT
“a(a)(ﬂg 6)\6)*\& a)s*m-ﬁ
(¢) Pr{4y B ganan alternadamente} = Pr{ganan 4BA o ganan BAB}

=Pr{4,By4;+ B A;B;} =Pr{AB,4,} + Pr{B,;4,B,}
=Pr{4,} Pr{B,} Pr{d;} + Pr{B,} Pr{4,} Pr{B,}

-0 G-

(d) Pr{B gana al menos 1 partida} = 1 — Pr{B pierde las tres}
=1—Pr{B,B,B;} =1—Pr{B,} Pr{B,} Pr{B,}

=60
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DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

6.10.

6.11.

Hallar la probabilidad de cada reparto en chicos y chicas en familias con 3 hijos, supuesta igual
probabilidad para ambos.

Solucién

Sea B = suceso «chico» y G = suceso «chica». De acuerdo con la hipotesis de igual probabilidad,
Pr{B} = Pr{G} = 1. En familias de 3 hijos, pueden ocurrir los signientes sugesos mutuamente
excluyentes con las probabilidades indicadas:

(a) Tres chicos (BBB):

Pr{BBB} = Pt{B} Pr{B} Pr{B} = é

Aqui suponemos que ¢l nacimiento de cada hijo es independiente de los demas nacimientos.
(b) Tres chicas (GGG): Como en la parte (a) por simetria,

1

Vo

7
_ (ﬁ). 4
(¢) Dos chicos y una chica (BBG + BGB + GBB): T/ A 7

Pr{BBG + BGB + GBB} = Pr{BBG} + Pt{BGB} + Pr{GBB}

Pr{B} Pr{B} Pr{G} + Pr{B} Pr{G} Pr{B} + Pr{G) Pr{B} Pr{B}
14 A 18

g

(d) Dos chicas y un chico (GGB + GBG + BGG): Comoen la parte (¢) o por simetria, la probabilidad
es 2.

Si llamamos X a la variable aleatoria que indica el nlimero de chicos en cada familia de 3 hijos, su
distribucion de probabilidad se muestra en la Tabla 6.2,

Tabla 6.2

Numero de chicos X 0 1 2 3

Probabilidad p(X) 18 38 38 18 |-

Representar la distribucién del Problema 6,10,

Soluciéon

El grafico puede representarse como en la Figura 6.3 0 como en la 6.4. La suma de las areas de
los rectangulos de la Figura 6.4 es 1; en ella, llamada un histograma de probabilidad, estamos conside-
rando a X como una variable continua aunque es discreta en verdad, un procedimiento que resulta
util a menudo. La Figura 6.3, por su lado, se usa cuando uno no quiere tratar la variable como
continua.
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pX) nX)

38 — 3/8 —1

2/8 — 2/5 =

1/8 = 1/8 —

5~ ——————

1
1 2 3

Numero de chicos " Nimero de chicos
Figura 6.3. Figura 6.4.

6.12. Una variable aleatoria continua X con valores entre 0 y 4 tiene una funcion densidad dada por
p(X) = 1 — aX, donde a es una constante,

(@) Calcular a.
(b)) Hallar Pr{l < X < 2}.

Solucién

(@) El grafico de p(X) = 1 — aX es una recta, como muestra la Figura 6.5. Para hallar g, debemos
constatar primero que el area total bajo la recta entre ¥ =0y X = 4, ysobre el gje X, ha de
ser lien X = 0, p(X) = 4, yen X = 4, p(X) = 1 — 4a. Entonces debemos elegir a de modo que
el 4rea del trapecio = 1. Area del trapecio = (altura) x (suma de las bases/2 = g + % —
_4g) = 21 — 4a) = 1, de donde (1 — 4a) = 3, 4a = {ya =} Luego (} — 4a) es realmente
igual a cero y, por tanto, la grafica correcta se muestra en la Figura 6.6.

px) pX)

1~
34 —

34—

1/2 12 —
. : \ ]

L]
1

O —
e
i —
»

Figura 6.5, Figura 6.6.

(b)) La requerida probabilidad es el 4area enire X = 1y X = 2, sombreada en la Figura 6.6.
De la parte (a), p(X) = 5 — £X; asi que p(1) = 2y p2) = 4 son las ordenadas en X = 1y
X = 2, respectivamente. El area del trapecio pedida es §1)@ + 4 = 75, que es la probabilidad
deseada.
"‘u " VL + i - ) ._. /Ji:- W\ A T
P\ s A

EAny

£

1 <f L
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ESPERANZA MATEMATICA

6.13.

6.14.

6.15.

6.16.

Un boleto de una rifa ofrece dos premios, uno de $5000 y otro de $2000, con probabilidades 0.001 y
0.003. ;Cual seria el precio justo a pagar por él?
Solucién

Su esperanza matematica es (85000)(0.001) + ($2000)(0.003) = $5 + $6 = $11, que es el precio
justo.

En un negocio aventurado, una sefiora puede ganar $300 con probabilidad 0.6 o perder $100 con
probabilidad 0.4. Hallar su esperanza matematica.
Solucién

Su esperanza matematica es ($300)(0.6) + (—3$100)(0.4) = $180 — $40 = $140.

Hallar: (a) B(X), (b) E(X*) y (¢) E[(X — X)?] para la distribuciéon de probabilidad que muestra
la Tabla 6.3.

Tabla 6.3

X 8 12 16 20 24

px) |18 1/6 38 14 112

Solucién

(@) EX) =3 Xp(X) = 8)(}) + (12)@) + (16)@) + (200 + (24)(5) = 16; esto representa la media
de la distribucion.

(b) EX?*) =3 X*p(X) = 82(}) + (12°Q) + (162}) + (20P() + (24)*GY) = 276; esto representa
el segundo momento respecto del origen cero.

() E[X—X)] = 3 (X —X)p(X) = (8 — 16)*(}) + (12 — 16)*(2) + (16 — 16)*@) + (20 — 16)%(H) +

+ (24 — 16)*(§5) = 20; esto representa la varianza de la distribucion,

Una bolsa contiene 2 bolas blancas y 3 bolas negras. Cada una de cuatro personas, 4, B, C y D,
en ese orden, saca una bola y no la repone. El primero que la saque blanca recibe $10. Determinar las
esperanzas matematicas de 4, B, Cy D.

Solucién

Como solo hay 3 bolas blancas, alguien ganara en su primer intento. Sean 4, B, C y D los sucesos
«A gana», «B gana», «C gana» y «D gana», respectivamente.

2 2
Pr{4 gana} = Pr{d} = TRIE

La esperanza matemaética de 4 = 4$10) = $4.

Pr{4 pierde y B gana} = Pr{AB} = Pr{4} Pr{B| 4} = (g)(z) =
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ESTADISTICA
Asi que la esperanza matematica de B = §$3.
Pr{A y B pierden y C gana} = Pr{4BC} = Pr{4} Pr{B| 4} Pt{CAB} = (—)(

Luego la esperanza matematica de C = $2.

Pr{4, By C pierden y D gana} = Pr{ABCD)}
Pr{d} Pr{B|4} Pr{C|AB

Pr{D| ABC}
A TEATAATE A
“\s/\a/\3/\1) 10
Y lade D = $I.
Comprobacién: $4 + $3 + $2 + $1 =$10y2 + 3 + 1 + & =1
PERMUTACIONES

6.17.

6.18.

(De cuantas maneras se pueden poner en fila 5 fichas de colores distintos?
Solucién

Debemos colocarlas en cinco posiciones: — — — — — . La primera posicion puede ser ocupada por
cualquier ficha (o sea, hay 5 formas de ocupar esa posicién). Una vez ocupada ella, hay 4 maneras de
ocupar la siguiente, y entonces 3 de ocupar la tercera, 2 de ocupar la cuarta y s6lo una de ocupar la
quinta y altima. En consecuencia:

Numero de ordenaciones de 5 fichasen fila = 5:4-3-2-1 = 5! = 120

En general,

Nimero de ordenaciones de n objetos distintos en fila = n{n — 1)(n — 2) --- 1 = n!

Eso se llama el nimero de permutaciones de n objetos distintos tomados de n en n, y se denota
por P,

¢De cuantas maneras se pueden sentar 10 personas en un banco si hay 4 sitios disponibles?

Solucion

El primer sitio se puede ocupar de 10 formas, y una vez ocupado, el segundo se puede ocupar de
9 maneras, el tercero de 8 y el cnarto de 7. Por tanto,

Nuamero de colocaciones de 10 personas tomadas de4end4 = 10-9-8 -7 = 5040
En general,
Nimero de colocaciones de n objetos distintos de renr = njn — 1) -« (n — r + 1)

Esto se llama el numero de permutaciones de n objetos distintos tomados de n en n y se denota
por P, Pn, r) o P, ,. Notese que cuando r = n, ,P, = n!, como en el Problema 6.17. |
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Evaluar: (a) g Ps, (b) ¢ Py () (s Py ¥ 3 Ps.

Solucién
[a)sP3=8-?-6=336,{b}6P4=6-5-4-3=360,{c}15P1= 15y(d) P, =3-2-1=6.

Hay que colocar a 5 hombres y 4 mujeres en una fila de modo que las mujeres ocupen los lugares
pares. ;De cudntas maneras puede hacerse?

Solucion

Los hombres se pueden colocar de  Ps maneras y las mujeres de 4 P, maneras; cada colocacion de
ellos se puede asociar con una de ellas, luego el niimero pedido es s Ps - 4Py = 5141 = (120)(24) = 2880.

(Cuantos niimeros de 4 digitos se pueden formar con las cifras 0, 1, 2, 3, ., : {a) permitiendo
repeticiones, (b) sin repeticiones y (¢) si el dltimo digito ha de ser céro y no se permiten repeticiones?

Solucién

(@) El primero de los digitos puede ser cualquiera de los 9 no nulos (el cero no se permite en esta
posicion, pues daria lugar a un namero de 3 cifras). El segundo, tercero y cuarto digitos pueden
ya ser cualquiera de los 10. Luego se pueden formar 9 - 10 - 10 - 10 = 9000 niimeros.

(b) El primer digito puede ser cualquiera salvo el 0. El segundo cualquiera de los 9 que quedan al
suprimir el ya empleado. El tercero uno de los 8 que atn no se han colocado y el cuarto cualquiera
de los 7 no utilizados todavia. Asi que se pueden formar 9 - 9 + 8 -+ 7 = 4536 nimeros.

Otro método

El primero de los digitos puede ser elegido entre 9, y los tres restantes de 5 P; maneras. Por
tanto, hay 9- Py = 9+ 98 -7 = 4536 nimeros.

(c) El primer digito se puede elegir de 9 formas, el segundo de 8 v el tercero de 7. Luego se podran
formar 9 - 8 - 7 = 504 niimeros.

Otro método

El primero de los digitos se puede tomar de 9 maneras y los otros dos de Pz maneras. Luego
9-gP, =987 = 504 nimeros se pueden formar.

Cuatro libros diferentes de matematicas, 6 de fisica y 2 de quimica han de ser colocados en una
estanteria. ;Cuéntas colocaciones distintas admiten si: (a) los libros de cada materia han de estar juntos
¥ (b) sélo los de matematicas tienen que estar juntos? -

Solucién

(@) Los de matematicas se pueden colocar entre si de , P, = 4! formas, los de fisica en P = 6!, los
de quimica de , P, = 2!y los tres grupos de , P, = 3! maneras entre si. Luego el niimero requerido
es = 41612131 = 207,360.

(6) Consideremos los 4 de matematicas como una sola obra. Entonces tenemos 9 libros, que se pueden
colocar de o P, = 6! maneras. En cada una de ellas, los 4 de matematicas estan juntos. Pero estos
4 se pueden colocar entre si de , P, = 4! maneras. Luego la solucion es 914! = 8,709,120.

Cinco fichas rojas, 2 blancas y 3 azules se colocan en fila. Las de un color no son distinguibles entre
si. ¢Cuantas colocaciones distintas son posibles?
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Solucion

Sea P el namero de colocaciones. Multiplicando P por el namero de colocaciones de: (a) las 5 rojas
entre si, (b) las 2 blancas entre si y (¢) las 3 azules entre si (o sea, multiplicando por P es 512!3!),
obtendremos el nimero de colocaciones de 10 fichas distinguibles (o sea 10!). Luego

1!

! = i
(23 =100 y P= SET

En general, el nimero de colocaciones diferentes de n objetos, de los que n, son iguales, 7, son
iguales, ..., n, son iguales, es

nl

nyln,! - m!
donde n;, + ny + == + 1 = n

6.24. ;De cuantas formas se pueden sentar ;a‘-’_i:l‘f-:.rsonas en torno a una mesa redonda st (a) son libres de
elegir el asiento que deseen y (b) 2 personas particulares no pueden sentarse juntas?

Solucién

(a) Serftemos a una en una silla. Entonces, los 6 restantes se pueden sentar de 6! = 720 formas, que
es el namero total pedido. .

() Consideremos a esas dos especiales como una sola persona. Entonces habria 6 personas, que s¢
pueden sentar de 5! formas. Pero las 2 especiales se pueden colocar entre si de 2! maneras, luego
el nimero de formas en que se pueden situar 6 personas en una mesa redonda estando dos
prefijadas juntas es = 512! = 240.

Usando la parte (a), la solucion a (b) no es otra que = 720 — 240 = 480 maneras de sentarse
con las condiciones impuestas.

COMBINACIONES

6.25. ;De cuantas formas se pueden repartir 10 objet-é?s en dos grupos de 4 y 6 objetos, respectivamente?

Solucion

Es el mismo que el nimero de colocaciones de 10 objetos de los que 4 son iguales y los otros 6
son iguales. Por el Problema 6.23, es 3

_ﬂ= 10-9‘8-7=210
416! 4!
[El problema equivale a hallar el nimero de selecciones de 4 entre 10 objetos (o 6 entre 10), siendo
irrelevante el orden de seleccién.
En general, el nimero de selecciones de r entre n objetos, llamado el numero de combinaciones de
n objetos tomados de r en r, se denota por (}) y viene dado por

M A

»oA N\ q /
Coahd Mee? [0 S
Lyt W n nl i = o D bl
ok i T e = -t :
| 2,/ ol \ ™ r e — )l g r! r! 58\
% | SR -
e O ! g AQ 217 6’.;“}1{ 5
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6.26. Calcular: (a) (2), (&) (3) ¥ (0) (5). ,.;__"_- - 2 R

Solucién = ' z : =}
(@) o TResi

7 g 7 6-5- 4

4) a3 T T a4

oy o B Fesi-aa] i) ey reY ] o
5 s 5! = Lt 1

(4) es el namero de selecciones de 4 objetos tomados todos de golpe, y hay una sola seleccion, asi
que () = 1. Notese que formalmente

4 = 4! i

4/ 400

¢De cuantas maneras se puede formar con 9 personas una comision de 5 miembros?

L e |
2| O

()

si definimos 0! = 1.

Solucién

9\ 9 9-8-7-6-5
(5)=ﬁ= 51 vy

De entre 5 matematicos y 7 fisicos hay que constituir una comision de 2 mateméticos y 3 ﬁstcos 1De
cuantas formas podrd hacerse si: (a) todos son eleg:bles, (b) un fisico particular ha de estar en esa
comision y (C‘] dos matematicos concretos tienen prohlbldo pertenecer a la comision?

Solucién

(@) Dos matematicos entre 5 se pueden escoger de (3) maneras, y 3 fisicos de entre 7, de (3) maneras.
El nimero total de posibles selecciones es

@ ' G) = 1035 = 350

(b)) Dos matemiticos entre 5 se pueden escoger de (3) maneras, y los 2 fisicos adicionales de entre 6
de (§) formas. El numero total de selecciones posibles es

(v

(c) Dos matemiticos entre 3 son elegibles de (3) maneras, y 3 fisicos de entre 7, de (3) maneras. Luego
el nimero total de selecciones posibics es

() (-

¢Cuantos ramilletes distintos se pueden formar con 5 flores de variedades diferentes?

”

-

Sl ]
) el Ao

\!_/" \{',." L ,__L,
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Solucion

Cada flor puede elegirse o no. Esas dos posibilidades ocurren para cada flor, luego en total 2°. Pero
de estas 2° opciones hay que excluir la consistente en no escoger ninguna. Luego el nimero de
ramilletes es = 2° — 1 = 31.

Otro método

Podemos elegir 1 de las 5, o 2 de las 5, .., o las 5 flores. De modo que el nimero pedido es
5 5 5 5 5 .
e == _— - = = 1 10 5 l —
(1)+(2)+(3)+(4)+(5) 5400 4 Tl s 1 = a1

En general, para todo entero » positivo,

)+ @) G) ()=

6.30. Con 7 consonantes y 5 vocales, jcuantas palabras se pueden formar que tengan 4 consonantes distintas
y 3 vocales distintas? Se admiten palabras sin significado.

Solucidon

Las 4 consonantes se pueden escoger de (]) maneras, las 3 vocales de (3) maneras y las 7 letras ya
elegidas se pueden colocar entre si de ; P, = 7! maneras. Asi que el namero requerido es

(:) ; (z) -7l = 35-10 - 5040 = 1,764,000

APROXIMACION DE STIRLING A n!
6.31. Calcular aproximadamente 50!
Solucién

Para » grande, tenemos 1! &~ /2nn n"e™"; asi que

50! & /27(50)505%¢ 50 = §
Para evaluar § usemos logaritmos en base 10. Tendremos
log S = log (,/100750°°¢~%%) = 1 1og 100 + 4 log @ + 50 log 50 — 50 log e

1 log 100 + 4 log 3.142 + 50 log 50 — 50 log 2.718
= 42) + X0.4972) + 50(1.6990) — 50(0.4343) = 64.4846

de donde S = 3.05 x 10%%,

_PROBABILIDAD Y ANALISIS COMBINATORIO

6.32. \ Una caja contiene 8 bolas rojas, 3 blancas y 9 azules. Si se sacan 3 bolas al azar, determinar la
/ probabilidad de que: (@) las 3 sean rojas, () las 3 sean blancas, () 2 sean rojas y 1 blanca, (4) al menos
1 sea blanca, (¢) sean una de cada color y (f) salgan en ¢l orden roja, blanca, azul.
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Solucién
(a) Primer método

Denotemos por R;, R, y R los sucesos «la primera bola es roja», «la segunda bola es roja»
y «la tercera bola es roja», respectivamente. Entonces R, R, R, denota el suceso de que las 3 sean
rojas.

Pr{R,R,Ry} = Pr(R,} Pr{R, | R,} Pr{Ry| R,Ry} = (%)(%)(16—8) 5 %

Segundo método

8
ntmero selecciones de 3 entre 8 (3) 14
Probabilidad r ida = = e
LB niumero selecciones de 3 entre 20 (20) 285

3

(h) Usando el segundo método de la parte (a ),
Pr{las 3 son blancas} = —) e

Podia usarse también el primer método de (a).

(c)
(seleccioncs de 2 entrc) (seleccioncs de 1 cmre) (8) (3)
. 8 bolas rojas 3 bolas blancas 2/\1 7
Br{Z son zojps 4 1 Blanca) = namero de selecciones de 3 entre 20 bolas (20 95
3
(d)
(3)
. 3 34 34 23
Pr{ninguna es blanca} = o W . Pr{al menos | es blanca} = 1 — A
3
(e)
990
IWAN VAN 18
d = = —
Pr{sacar 1 de cada color} (20) 95
3

(f) Usando la parte (e),

1 1 3
Pr{bolas en orden roja, blanca, azul} = T Pr{1 de cada color} = 6 (;—2) e

——
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Otro métado

8\(3\/9 3
Pr{R,W,B,} = Pr{R,} Pr{W,| R} Pr{Bs| R, W, = (ﬁ)(ﬁ)(ﬁ) = 95

Y

6.33. De una baraja de 52 naipes bien mezclada se sacan 5 naipes. Hallar la probabilidad de que: (a) 4 scan
ases, (b) 4 sean ases y 1 rey, (¢) 3 sean dieces y 2 sotas, (d) salgan nueve, dicz, sota, caballo y rey en
cualquier orden, (e ) 3 son de un palo y 2 de otro y (f) al menos uno sea un as.

Solucion
(a)
(1)
4\ \1 1
Pr{4 ases) = (4) 73N\ = s
5
(b)
)
4\ \1 1
4 R  — =
Pr{4 ases y 1 rey} (4) 52 649,740
5
(¢)
(4
. 4 2
Pr{3 son dieces y 2 son sotas} = (3) TN

52) ~ 108,290

(5
) (0060«

4

l —

(52) T 162,435
5

(¢) Como hay cuatro formas de escoger el primer palo y tres de elegir el segundo, 1
|
I

G

Pr{nueve, diez, sota, caballo, rey en cualquier orden} =

13 13
4(3)'3(2) a9
52 T 4165
5

Pr{3 de cualquier figura, 2 de otra} =

48)

v (5 35,673 35,673 18,482

Pl‘{mngun a.s} = (? = 54.145 Y Pr{al menos 1 as} =1- m = 57[‘4_5
5 )
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terminar la probabilidad de sacar 3 seises en 5 tiradas de un dado.

Solucién

Representemos las 5 tiradas por 5 espacios —— — — — . En cada espacio tendremos los sucesos 6
0 no 6 (6); por ejemple, tres 6 y dos no 6 pueden ocurrir como 6 6 6 6 § 0 como 6 6 6 6 6, etc.
Ahora bien, la probabilidad de un sucesotal como 6 6 6 6 6 es

'5.1'5_ !\352
6 6 6 6)6

Similar Pr{6 6 6 6 6} = (1)°(2)?, etc., para todos los sucesos en los que salen tres 6 y dos no 6. Pero
hay (3) = 10 de tales sucesos, y esos sucesos son sucesos mutuamente excluyentes; por tanto, la
probabilidad requerida es

3 £
Pri6 66660666660c¢tc) = (i)(é) (g‘) =%

En general, si p = Pr{E} y ¢ = Pr{E}, entonces usando ¢l mismo argumento que antes, la
probabilidad de obtener exactamente X veces E en N intentos es () 2t e

Pr{6 6668} = Pr(6} Pr{6} Pr{6} Pr(6} Pr{6} — éé

. Una factoria observa que, en promedio, el 20% de las tuercas producidas por una méiquina son
defectuosas. Si se toman 10 tuercas al azar, hallar la probabilidad de que: (4) exactamente 2 sean
defectuosas, (5) 2 o mas sean defectuosas y (¢) mas de 5 sean defectuosas,

Solucién

(a) Por un razonamiento similar al del Problema 6.34,

Pr{2 tuercas defectuosas} = ."5%}.'{0.2)2(0.8]3 = 45(0.04)(0.1678) = 0.3020

Ly f'IL

n

(b)

Pr{2 o mas tuercas defectuosas} = 1 — Pr{0 tuercas defectuosas} — Pr{1 tuercas defectuosas}

1 — (100){0.2)0(0.8]10 = (110)(0,2)'{0.8)"

1 — (0.8)'% — 10(0.2)(0.8)°
1 — 0.1074 — 0.2684 = 0.6242

(c)

Pr{mas de 5 tuercas defectuosas} = Pr{6 tuercas defectuosas} + Pr{7 tuercas defectuosas)
+ Pr{8 tuercas defectuosas} + Pr{9 tuercas defectuosas}

+ Pr{10 tuercas defectuosas}

(160){0.2)5(0.8)“ + (1_? )(0.2)"(0.8}3 + ( ;0){0.2)3(0.8)2

0y ., oY% .
+ ( 9)(0‘2) 0.8) + ( 1 O)(o.z)

= 0.00637
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6.36. Si se tomaran 1000 muestras de 10 tuercas cada una en el Problema 6.35, (de cuantas de ellas cabria
esperar que tuvieran: (a) exactamente 2 defectuosas, (b) 2 o mas defectuosas y (c) mas de 3 defectuosas?

Solucién

(@) Numero esperado = (1000)(0.3020) = 302, por el Problema 6.35(a).
(b)) Namero esperado = (1000)(0.6242) = 624, por el Problema 6.35(b).
(¢) Nimero esperado = (1000)(0.00637) = 6, por el Problema 6.35(c).

ESPACIO MUESTRAL Y DIAGRAMAS DE EULER

637. (a) Describir un espacio muestral para una tirada de un par de dados.
(b)) Determinar a partir de ¢l la probabilidad de que la suma de los dados sea 7 u 11.

* Solucién

(a) El espacio muestral consta de los puntos de la Figura 6.7, cuyas primeras coordenadas son las
puntuaciones del primer dado y las segundas coordenadas son las puntuaciones del segundo dado.
Hay 36 puntos, y 2 cada uno le asignamos una probabilidad de 4. La suma de todas esas
probabilidades es 1.

(3,3

(1,2 22 (3.2) @2

(6B 2.1 (3,1 4.1 (CAR)
Figura 6.7.

(b)) Los conjuntos de puntos correspondientes a los sucesos «suma 7» y «suma 11» se indican por A4
y B, respectivamente.

=

Pr{4} = suma de probabilidades asociadas con cada punto de 4 = 3%

Pr{B} = suma de probabilidades asociadas con cada punto de B = 2

Pr{4 + B} = suma de probabilidades de los puntos en 4, en B o en ambos

o

Notese que en este caso Pr{4 + B} = Pr{4} + Pr{B}. Ello ocurre porque Ay B no tienen
puntos en comun (es decir, son sucesos mutuamente excluyentes).
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- 638. Usando un espacio muestral, probar que:

(&)

(@ Pr{4 + B} = Pr{d} + Pr{B} — Pr{4B}

(6) Pr{4 + B + C} = Pr{4} + Pr{B} + Pr{C} — Pr{4B} — Pr{BC} — Pr{AC} + Pr{4BC}
Solucién

(@) Sean A y B dos conjuntos de puntos con puntos comunes denotados por 4B, como en la Figu-

ra 6.8. A consta de AB y de AB, mientras B esta compuesto por B4 y AB. La totalidad de puntos
en A + B (o bien 4, o B 0 ambos) = totalidad de puntos en 4 + totalidad de puntos en B —
totalidad de puntos en 4B. Como la probabilidad de un suceso conjunte es la suma de las
probabilidades asociadas a sus puntos, tenemos

Pr{4 + B} = Pr{d} + Pr{B} — Pr{4B}

B

Otro método

Denotemos por 4 — AB el conjunto de puntos que estan en 4, pero no en B (es lo mismo
que AB); entonces A — AB y B son mutuamente excluyentes (o sea, sin puntos en comin). Ademas,
Pr{d — 4B} = Pr{4} — Pr{4B}. Luego

Pr{d + B} = Pr{4 — AB} + Pr{B} = Pr{A} — Pr{AB} + Pr{B} = Pr{4} + Pr{B} — Pr{AB}

Sean 4, B y C tres conjuntos de puntos, como indica la Figura 6.9. El simbolo 4BC significa el
conjunto de puntos en 4 y B que no estan en C, y los otros simbolos son analogos.

Podemos considerar puntos que estan en 4 0 B o C como incluidos en los 7 conjuntos
mutuamente excluyentes de la Figura 6.9, cuatro de los cuales estin sombreados y tres sin
sombrear. La probabilidad pedida viene dada por

Pr{A+ B+ C}=Pr{ABC}+Pr{BCA} + Pr{CAB} + Pr{ABC} + Pr{BCA} + Pr{CAB} + Pr{ABC}

Figura 6.9.
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Para obtener ahora ABC, por ejemplo, eliminamos los puntos comunes a A, Byad,C
pero al hacerlo, hemos quitado los puntos comunes a A, B, C dos veces. Por tanto, ABC =
= A— AB — AC + ABC.Y

': Pr{4BC} = Pr{4} — Pr{4B} — Pr{AC} + Pr{4BC}

Analogamente, se encuentra

Pr{BCA} = Pr{B} — Pr{BC} — Pr{BA} + Pr{BCA}
Pr{CAB} = Pr{C} — Pr{Cd4} — Pr{CB} + Pr{CAB}
Pr{BCA} = Pr{BC} — Pr{ABC}

Pr{CAB} = Pr{C4} — Pr{BCA}

Pr{ABC} = Pr{4B} — Pr{CAB}

Pr{ABC} = Pr{4BC}

Sumando esas sicte ecuaciones y considerando que Pr{4B} = Pr{BA}, etc., obtenemos
Pr{id + B+ C} = Pr{d} + Pr{B} + Pr{C} — Pr{AB} — Pr{BC} — Pr{AC} + Pr{ABC]

6.39. Un recuento de 500 estudiantes que cursan algebra, fisica y estadistica treveld los siguintes nimeros de
estudiantes matriculados en las materias indicadas:

Algebra 329 Algebra y fisica 83
Fisica 186 Algebra y estadistica 217
Estadistica 295 Fisica y estadistica 63

s/
(Cuantos estudiantes estan matriculados en: (a) las tres, (by Algebra pero no ‘estadistica, (c) fisica pero
no algebra, d) estadistica pero no fisica, (e) algebra o estadistica pero no/fisica ¥ (f) algebra pero no
fisica ni estadistica? 4

Solucion

Sea A el conjunto de estudiantes matriculados en algebra y (4) el numero de ellos. Lo mismo con
B, (B) para la fisica, y con C, (C) para la estadistica. Entonces (4 + B + C) denota ¢l numero de
estudiantes matriculados bien en algebra o en fisica o en estadistica o combinaciones de ellas, (4B) el
de los matriculados en ambas, algebra y fisica, etc. Como en el Problema 6.38, se sigue que

(A+B+C)=[A}+{B’}+{Q—(AB]—(BC)—{AC)+[ABC}
(a) Sustituyendo los nimeros dados en esa expresion, vemos que
500 = 329 + 186 + 295 — 83 — 63 — 217 + (4BC)

o sea (ABC) = 53, que €35 el numero de estudiantes que cursan las tres. Notese que la proba-

bilidad (empirica) de que un estudiante curse las tres materias s soo0-
E. (b) Para obtener la deseada informacion, conviene construir un diagrama de Euler que muestre el
g ntmero de estudiantes en cada conjunto. Partiendo del hecho de que 53 de ellos cursan las tres,
deducimos que los que cursan algebra y estadistica, pero no fisica, son 217 — 53 = 164, como
se indica en la Figura 6.10. De la informacién conocida se deducen los otros nimEros.

De los datos se sigue que ¢l nimero que cursa algebra, pero no estadistica = 329 — 21T,y

por la Figura 6.10, 82 + 30 = 112
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Fisica

Algebra

Estadistica

Figura 6.10.

(¢) Nomero que cursa fisica pero no algebra = 93 + 10 = 103

(d) Nimero que cursa estadistica pero no fisica = 68 + 164 = 232

(e) Nuamero que cursa 4lgebra o estadistica pero no fisica = 82 + 164 + 68 = 314
Nimero que cursa algebra pero no fisica ni estadistica = 82

R

G '/)‘-

4 //r‘! 1(1//;‘/:;'!/:} /f.').l':/ "f(/ "‘{ .-""// ’:/ I

LAS FUNDAMENTALES 6.42. Se saca al azar una bola de una caja que
£ LA PROBABILIDAD contiene 10 rojas, 30 blancas, 20 azules y 15
naranja. Hallar la probabilidad de que la
bola extraida sea: (a) roja o naranja, (b) ni
roja ni azul, (¢) no azul, (d) blanca y (e) roja,
(a) Al extraer una carta de una baraja bien blanca o azul.

mezclada se saca as, rey o la sota de

bastos o el caballo de oros.

Determinar la probabilidad p, o estimarla,
para los sucesos:

.43. De la caja del Problema 6.42 se saca una

(b) Al lanzar un par de dados salga suma 8. bola, se repone y se hace una nueva extrac-
(¢) Encontrar una tuerca defectuosa si entre cion. Hallar la probabthdjad de que: (:_1) am-
" 600ya examinadas habia 12 defectuosas. bas sean blancas, () 1;1 primera sea roja y 1

(d) Sumér 7 u 11 en una tirada de un par segunda blanca, (c) ninguna sea naranja,
derdudos: Qambas son rojas, o blancas o una de cada, (e)
la segunda no sea azul, (f) la primera sea
naranjay (§) al menos una sea azul, (#) a lo
sumo una sea roja, (i) la primera sea azul,
pero la segunda no y (j) solo una sea roja.

(e) Sacar al menos una cara en tres lan-
zamientos de una moneda.

Un experimento consiste en sacar tres cartas
sucesivamente de una baraja bien mezclada.

g 6.44. Rehacer el Problema 6.43 sin reponer tras la
Sea E, el suceso «rey» en la primera extrac-

= extraccion.
cion, E, el suceso «rey» en la segunda y E,
el suceso «rey» en la tercera. Expresar en 6.45. Hallar la probabilidad de obtener un total de
palabras el significado de: 7 puntos en dos tiradas de un dado: (a) una
(@) Pr{E,E,) (d) Pr{E,| E, Ey) vez, (b) al menos una vez y (¢) dos veces.

_(b} Pr{E\+E}  (e) EEE, 6.46. Se extraen sucesivamente dos cartas de una
(¢) E\+E, (f) Pr{E\E; + E B} baraja bien mezclada. Hallar la probabilidad
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de que: (a) la primera no sea un 10 de bastos
0 un as, (b) la primera sea un as, pero no la
segunda, (¢) al menos una sea de copas, (d)
las cartas no sean del mismo palo, (¢) a lo
sumo una sea figura (sota, caballo, rey), (f)
la segunda no sea figura, (g) la segunda no
sea figura si la primera era figura y () sean
figuras o espadas o ambas cosas.

6.47. Una caja contiene 9 tickets numerados del 1
al 9. Si se extraen 3 a la vez, hallar la proba-
bilidad de que sean: (a) impar, par, impar, o
(b) par, impar, par.

6.48. Las apuestas a favor de que A gane una
partida de ajedrez contra B estan 3:2. Si se
disputan 3 partidas, ;cuales son las apuestas:
(@) a favor de que 4 gane al menos dos y (b)
en contra de que 4 pierda las dos primeras?

6.49. Un bolso contiene 2 monedas de plata y 4 de
cobre, y otro contiene 4 de plata y 3 de
cobre. Si se coge al azar de uno de los bolsos
una moneda, jcual es la probabilidad de que
sea de plata?

6.50. La probabilidad de que un hombre siga vivo
dentro de 25 afios es 2, y la de que su esposa
lo esté es de 2. Hallar la probabilidad de que
en ese momento: (@) ambos estén vivos, (b)
solo el hombre viva, (c) s6lo viva la esposa y
(d) al menos uno este vivo.

6.51. De entre 800 familias con 4 hijos cada una,
iqué porcentaje es de esperar que tenga: (a) 2
chicos y dos chicas, (b) al menos un chico, (c)
ninguna chica y (d) a lo sumo 2 chicas?
Se supone igual probabilidad para chicos y
chicas.

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

6.52. Si X es la variable aleatoria que da el niime-
ro de chicos en familias de 4 hijos (véase
Prob. 6.51): (a) construir una tabla que mues-
tre su distribucion de probabilidad y (b) re-
presentar la distribucion de probabilidad de
“la-parte (@) graficamente.
et

=4

6.53. Una variable aleatoria continua X que toma
valores entre 2.y 8 inclusive, tiene una funcién
densidad dada por (X + 3), con a constante:

6.54.

6.55.

(a) calcular a; hallar: (b)) Pr{3 < X < 5},
() Pr{X > 4} y (d) Pr{|X¥ — 5| < 0.5}

Se extraen, sin reposicion, tres fichas de una
urna que contiene 4 rojas y 6 blancas. S5i X es
una variable aleatoria que denota el nimero
total de fichas rojas extraidas: (a) construir
en una tabla su distribucion de probabilidad
y (b) representar graficamente esa distribu-
cion de probabilidad.

Para el Problema 6.54, hallar: (a) Pr{X = 2},
y (B) (Pr{l < X < 3}, e interpretar los re-
sultados.

ESPERANZA MATEMATICA

6.56.

6.58.

6.59.

¢Cual es el precio justo para participar en un
juego en el que se ganan $25 con probabili-
dad 0.2 y $10 con probabilidad 0.4?

Si llueve, un vendedor de paraguas gana $30
al dia, y si no llueve pierde 36 al dia. ;Cual es
su esperanza matematica si la probabilidad
de lluvia es 0.37

A y B juegan a tirar una moneda tres veces.
Gana el primero que saque cara. Si 4 lanza
primero y el montante de la apuesta es $20,
icuanto debe poner cada uno para que el
juego sea justo?

Hallar: (a) B(X), (b ) E(X?), (c) E[(X — ¥)]
y (d) E(X?) para la distribucion de probabi-
lidad de la Tabla 6.4.

Tabla 6.4

X —10 —20 30

p(X) 1/5 3/10 1/2

6.60.

6.61.

Refiriéndonos al Problema 6.54, hallar: (@) la
media, (b) la varianza y (c¢) la desviacion ti-
pica de la distribucion de X, e interpretar
los resultados.

Una variable aleatoria toma ¢l valor 1 con
probabilidad p y el 0 con probabilidad
g = 1 — p. Probar que: (a) E(X) = py
() E[(X — X)*] = pg. °




6.62. Probar que: (@) EQX + 3) = 2E(X) + 3
y (6) B[(X — X)*] = B(X?) — [EX)]~

6.63. Sea X e Y dos variables aleatorias con idén-
tica distribucion. Demostrar que E(X+ Y)=
= EX) + KEY).

PERMUTACIONES
6.64, Evaluar: (a) 4P, (B) 1 Ps y (€) 10Ps

6.65. ;Para qué valor de n es RRC R L

6.66. ;De cuintas maneras pueden sentarse 5 per-
sonas en un sofa de 3 plazas?

6.67. ;De cuantas maneras pueden colocarse 7 li-
bros en una estanteria si: (a) cualquier colo-
cacion es admitida, () 3 libros particulares
han de estar juntos y (¢) 2 libros particulares
deben ocupar los extremos?

6.68. ;Cuantos nimeros de 5 cifras diferentes se
pueden formar con los digitos 1, 2, 3, ..., 9 si:
(a) cada niimero ha de ser impar y (5) los dos
primeros digitos han de ser pares?

6.69. Resolver el Problema 6.68 permitiendo repe-
ticiones de digitos.

ii.‘?l] {Cuantos nimeros de tres digitos se pueden
formar con 3 cuatros, 4 doses ¥ 2 treses?

6.71. ;De cuantas maneras pueden sentarse 3
hombres y 3 mujeres en una mesa redonda
si: (@) no se imponen restricciones, (5) 2 muje-
res particulares no pueden sentarse juntas y
(¢) cada mujer ha de estar entre dos hom-
bres?

COMBINACIONES

6.72. Evaluar: (a) G), ) (i) v (¢) (180)'

[ .
iPara qué valor de n es 3('&I :: ) = ?(g)?

¢De cuintas maneras pueden seleccionarse 6
cuestiones de entre un total de 10?
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6.75. (De cuantas maneras puede formarse una
comision de 3 hombres y 4 mujeres de entre
un total de 8 hombres y 6 mujeres?

6.76. ;De cuantas maneras pueden cscogerse 2
hombres, 4 mujeres, 3 nifios y 3 nifias de
entre 6 hombres, 8 mujeres, 4 nifios y 5 nifias
sit (a) no se impone restriccion alguna y (b)
un hombre y una mujer concretos deben ser
elegidos?

6.77. (De cuantas maneras puede dividirse un gru-
po de 10 personas en dos grupos de 7 y3
personas?

6.78.  (De cuantas maneras puede elegirse una co-
mision de 3 estadisticos y 2 economistas de
entre 5 estadisticos y 6 economistas si: (@) no
se imponen restricciones, (b) 2 estadisticos
particulares han de figurar en ella y (¢) un
economista concreto tiene vetado el figurar
en ella?

6.79. Hallar el nimero de: (a) combinaciones y (h)

‘permutaciones de 4 letras que pueden for-
marse con las letras de la palabra Tennessee.

n n n
6.80. D 1— —
0 emostrar que (1) + (2) (3) +
A 1]"(”) =0,
n

APROXIMACION DE STIRLING A a!

6.81. ;De cuantas maneras pueden seleccionarse
30 individuos de entre 1007

2.
6.82. Probar que ( n) = 2° /=mn, aproximada-
n

mente, para grandes valores de »n.

PROBLEMAS DIVERSOS

6.83. Se sacan 3 cartas de una baraja de 52 cartas.
Hallar la probabilidad de que: (4) dos sean
sotas y una rey, (b) todas sean del mismo
palo, (¢) sean de palos diferentes y (d) al
menos dos sean ases,

6.84. Hallar la probabilidad de al menos dos sietes
en 4 tiradas de un par de dados.
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6.85. Siel 10% de los remaches producidos por
una magquina son defectuosos, jcudl es la
probabilidad de que entre 5 clegidos al azar:
(a) ninguno sea defectuoso, (h) haya uno de-
fectuoso y (¢) al menos dos lo sean?

6.86. (@) Describir un espacio muestral para los

resultados de dos lanzamientos de una

moneda, usando | para representar «ca-
ra» y O para «cruz».

(h) Con tal espacio muestral, determinar la
probabilidad de al menos una cara.

(¢) ¢Puede dar un espacio muestral para los
resultados de lanzar 3 veces una mone-
da? En caso afirmativo, determine con
su ayuda la probabilidad de al menos 2
caras.

6.87. Un muestreo de 200 votantes revela la si-
guiente informacion referente a tres candida-
tos A, By C de un cierto partido que se
disputaban tres cargos diferentes:

28 a favor de ambos 4 y B

98 a favor de 4 o B pero no C
42 a favor de Bperono 4 o C
122 a favor de B o C pero no 4
64 a favor de C perono 4 0o B
14 a favor de 4 y C pero no B

;Cuéntos de los votantes estan a favor de: ()
los tres candidatos, () de A e indiferentes a B
y C, (¢) de Be indiferentesa A y C, (d) de Cc
indiferentes a A y B, (e} de 4 y B, pero no de
C y (f) s6lo de uno de los candidatos?

U 6.88. (a) Probar que para cualesquiera sucesos
L E, vy E,, PtlE, + E,} < Pr{E;} +
| + Pr{E,}.

(h) Generalizar el resultado de la parte (a).

6.89. Sean E,, E, y E, tres sucesos diferentes,
al menos uno de los cuales se sabe que ha
ocurrido. Si todas las probabilidades Pr{E,},
Pr{E,}, Pr{E;} y Pr{4|E,}, Pr{d|E,},
Pr{A4| E.} se suponen conocidas, probar que

Pr{E} Pr{4| E,}

e il:jPr{Ej} Pri{d|E;}

\

6.90.

6.91.

6.92.

6.94.

con resultados similares para PriE, |4} ¥
Pr{£,| 4}. Esto se conoce como regla o teo-
rema de Bayes, Es util al calcular probabili-
dades de varias hipdtesis que han resultade
en ¢l sucesc A. El resultado es generalizable.

Tres joyeros idénticos tienen cada uno dos
cajones. Cada cajon del primero contiene un
reloj de oro, y cada uno del segundo un reloj
de plata. En un cajon del tercero hay uno de
oro y en el otro uno de-plata. Si selecciona-
mos un joyero al azar, abrimos uno de sus
cajones y en ¢l hay un reloj de plata, jcual es
la probabilidad de que en el otro cajon haya
un reloj de oro? [4yuda: Aplicar el Proble-
ma 6.89.]

Hallar la probabilidad de acertar una loto en
la que se deben marcar 6 nimeros de entre 1,
2, 3, .., 40 en cualquier orden.

Rehacer el Problema 6.91 si se marcan: (@) 3,
() 4 y (c) 3 de los numeros.

En el poquer se dan a cada jugador 5 cartas
de una baraja de 52 cartas. Determinar las
apuestas en contra de que un jugador reciba:

(u) Escalera de color maxima (10,J, Q, K y
as del mismo palo).

(h) Escalera de color (cinco cartas sucesivas
del mismo palo, por ejemplo, 3,4, 5,6 y
7 de treboles).

(¢) Un poquer (cuatro cartas iguales, por
ejemplo, cuatro sietes).

(d) Un «full» (un trie y una pareja, por
gjemplo, tres reyes y dos cincos).

Ay B deciden encontrarse entre las 3 y las 4
de la tarde, pero acuerdan que cada uno no
espera mas de 10 minutos al otro. Hallar la
prababilidad de que se cncuentren.

Se escogen al azar dos puntos en un segmen-
to recto de longitud @ > 0. Hallar la proba-
bilidad de que los tres segmentos asi forma-
dos puedan ser los lados de un triangulo.




CAPITULO 7

Las distribuciones binomial,
normal y de Poisson

A DISTRIBUCION BINOMIAL
p es la probabilidad de que ocurra un suceso en un solo intento (llamada probabilidad de éxifo) y
1 — p es la probabilidad de que no ocurra en un solo intento (llamada probabilidad de

0), entonces la probabilidad de que el suceso ocurra exactamente X veces en N intentos (o sea,
xitos y N — X fracasos) viene dada por

Ny N .
pX) = (X)PXG’N ¥ = mpth N (1)

de X =0,1,2, ., N; Nl = N(N — 1)(N — 2) = 1; y 0! = 1 por definicién (véase Prob. 6.34).
tMPLO 1. La probabilidad de obtener exactamente 2 caras en 6 tiradas de una moneda es

6\ /1N 1062 = i ]6 = 15 Cﬂ‘l

2/\2f\2) T 2a\2) " & 2!((?.— {

80 la formula () con N =6, X =2yp = g = 1.

MPLO 2. La probabilidad de obtener al menos 4 caras en 6 tiradas de una moneda es
61"16_4_!_ 6-1516_54_6[516”6_15 6 k.. 33

a)\2) \2 s)\2) 2 6)\2)\2) & @ wn

@ distribucion de probabilidad discreta (1) se llama distribucion binomial porque para X = 0, 1,
N corresponde a términos sucesivos de la férmula binomial, o desarrollo del binomio,

N N ,
tqit B ereg ' (E)q”“p + (2)4”‘292 drean ok B (2)

(3), .. se llaman coeficientes binomiales.

159
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EJEMPLO 3.

4 A o0 T
(@ +p*=4q*+ (l)qap F (z)qu' + (3)4',03 + p*

= ¢* + 4¢°p + 6¢°p* + 4gp° + p*

La distribucion (1) se llama también distribucién de Bernoulli, en honor de James Bernoulli,
quien la descubri6 a finales del siglo xvi.. Algunas propiedades de la distribucién binomial se
recogen en la Tabla 7.1.

EJEMPLO 4. En 100 tiradas de una moneda el nimeto medioc de carases jt = Np = (100)(3) = 50; este es
el niimero esperado de caras en 100 lanzamientos. La desviacion tipica es @ = /Npg = /(100)(3)(3) = 5.

LA DISTRIBUCION NORMAL

Uno de los més importantes ejemplos de una distribucion de probabilidad continua es la distribu-
cion normal, curva normal o distribucion gaussiana, definida por la ecuacion

L \\ 3)
J\/Eft_ ' \

Tabla 7.1. Distribucién binomial

Y=

Media u= Np

Varianza > = Npg

Desviacion tipica g = ./Npg

Coeficiente de sesgo 3 = =

~/ Npg .
: : 1 — 6
Coeficiente de curtosis oty =3 + e L
Npg g

o

donde u = media, ¢ = desviaciéon tipica, 7 = 3.14159--- y e = 2.?18;8/-/--. El area total limi-
tada por la curva (3) y el eje X es 1; por tanto, el area bajo la curvaentre X = ay X = b, con
a < b, representa la probabilidad de que X esté entre a y b~Esta probabilidad se denota por
Pr{ia < X < b}.

Cuando se expresa la variable X en unidades estdndar [z = (X — p)/c], la ecuacion (3) es
reemplazada por la llamada forma canénica

(4)
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"En tal caso, decimos que z esta normalmente distribuida con media () y varianza 1. La Figura 7.1
es un grafico de esta forma canodnica. Muestra que las dreas comprendidas entre z = —1 y +1,
2= —2y+2yz= —3y +3 son iguales, respectivamente, a 68.27%, 95.45% y 99.73% del area
mtal que es 1. La tabla del Apéndice IT muestra las areas bajo esta curva acotadas por las
denadas z = 0 y cualquier valor positivo de z. De ¢sa tabla se puede deducir el area entre todo
' par de coordenadas usando la simetria de la curva respecto de z = 0.

-— 68.27% —
- 9545% —————=

“ 99.73% -

Figura 7.1.

Algunas propiedades de la distribucion normal (3) se listan en la Tabla 7.2.

Tabla 7.2. Distribucion normal

2

- o
Media u 4

- /'//
Varianza a? 3

.’/"
Desviacion tipica a 3
1~
Coeficiente de sesgo oy =0 St
Coeficiente de curtosis ay =3
¥
Desviacion media o 2,7; = 0.7979¢
d

CION ENTRE LA DISTRIBUC/K& BINOMIAL
DISTRIBUCION NORMAL

o
/ es grande y si ni p ni ¢ son muy proximos a cero, la distribucion binomial puede aproximarse
Fechamente por una distribucidn normal con variable canonica dada por

_ X —Np

~/ Npg
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La aproximacion mejora al crecer N, y en el limite es exacta; esto se muestra en las Tablas 7.1 y 7.2,
donde es claro que al crecer N, ¢l sesgo y la curtosis de la distribucion binomial se aproximan a los
de la distribucion normal. En la practica, la aproximacion es muy buena si tanto Np como Ng son
mayores que 3.

LA DISTRIBUCION DE POISSON

La distribucion de probabilidad discreta

px) = ——— b e 0 s (5)

donde e = 2.71828--- y A es una constante dada, se llama la distribucién de Poisson en honor de
Siméon-Denis Poisson, que la descubrié a principios del siglo xix. Los valores de p(X) pueden
calcularse usando la tabla del Apéndice VIIT (que da valores de e~ * para distintos 4) o por medio de
logaritmos.

Algunas propiedades de la distribucion de Poisson se recogen en la Tabla 7.3.

Tabla 7.3. Distribucion de Poisson

Media i)
Varianza ¢ =7
Desviacion tipica o= i
Coeficiente de sesgo ay = 1/3/4
Coeficiente de curtosis 4y =3 + 1/4

RELACION ENTRE LA DISTRIBUCION BINOMIAL
Y LA DISTRIBUCION DE POISSON

En la distribucion binomial (1), si N es grande y la probabilidad p de ocurrencia de un suceso es
muy pequena, de modo que ¢ = 1 — p es casi 1, el suceso se llama un suceso raro. En la practica,
un suceso se considera raro si el nimero de ensayos es al menos 50 (¥ > 50) mientras Np es menor
que 5. En tal caso, la distribucion binomial queda aproximada muy estrechamente por la distribu-
cién de Poisson (5) con A = Np. Esto se comprueba comparando las Tablas 7.1 y 7.3, pues al poner
4= Np, g~ lyp~ 0enlaTabla 7.1 obtenemos los resultados de la Tabla 7.3.

Como hay una relacion entre la distribucién binomial y la distribucion normal, se sigue que
también estan relacionadas la distribucion de Poisson y la distribucion normal. De hecho, puede
probarse que la distribucion de Poisson tiende a una distribucion normal con variable candnica

(X — 7)/</4 cuando 4 crece indefinidamente.
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LA DISTRIBUCION MULTINOMIAL

Si los sucesos E,, E,, ..., Ex pueden ocurrir con frecuencias p;, p,, ..., Px. tespectivamente, entonces
la probabilidad de que E;, E,, ..., E¢ ocurran X, X,, ..., X veces, respectivamente, es

N

S AR AR S .

donde X, + X, + - + Xx = N. Esta distribucion, que es una generalizacion de la distribucién
binomial, se llama distribucion multinomial ya que (6) es el término general en el desarrollo
multinomial (py + ps + - + )"

tJEMPLO 5. Sise lanza un dado 12 veces, la probabilidad de obtener 1, 2, 3, 4, 5 y 6 puntos exactamente

3s veces cada uno es
2 e INY T 1905
212121212121 (E) (6) (6) (6) (E) \E) T 559872 PR

Los nimeros esperados de veces que E;, E,, .., Ex ocurriran en N ensayos son Np;, Np,, .., Npg,
pectivamente.

JUSTE DE DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS MUESTRALES
DIANTE DISTRIBUCIONES TEORICAS

mdo se tiene una cierta indicacién sobre la distribucion de una poblacion por argumentos
bilisticos o de otra indole, suele ser posible ajustar esa distribucion teorica (llamada también
Bbucion esperada o modelo) a distribuciones de frecuencias obtenidas de una muestra de esa
gcion. El método usado consiste en emplear la media y la desviacion tipica de la muestra para
@r las de la poblacion (véanse Probs. 7.31, 7.33 y 7.34).

gra comprobar la bondad del ajuste de las distribuciones tedricas, usamos el test ji-cuadrado
12). Al intentar determinar si una distribucion normal representa un buen ajuste para datos
L &s conveniente usar papel grafico de curva normal, o papel grdfico de probabilidad como se le
& weces (véase Prob. 7.32),
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Solucion

(@) §'=5-4-3-2-1= 120

60 6:5:4:3:2:1 6-5
e ROt e | = =1

e Rl R T e Dk

oy BB saerai s B worn o

PN/ A =3 T3 (B2 054320 3-2-1

(d) =21

Ty o 6, TeGa5-4-3-5.0 9.8
s)] 52 (5-4-3-2-1)2-1) 21

4 41
(2} (4) =30 1 porque 0! = 1 por definicion

4 41
v (o)=w=’

Hallar la probabilidad de que al lanzar una moneda tres veces, aparezcan: (a} 3 caras, () 2 caras y
una cruz, (¢) 2 caras y una cara y (d) 3 cruces.

Solucion
Primer método

Denotemos «cara» por H ¥ «cruz» por 7, y supongamos que designamos por HTH el que ocurra
cara en el primer lanzamiento, cruz en el segundo y cara en el tercero. Como las posibilidades cara y
cruz pueden aparecer en cada tirada, hay (2)(2)(2) = 8 posibles resultados. Son

HHH HHT HTH HTT TTH THH THT TIT

— ——

Cada una de esas posibilidades es igualmente probable, con probabilidad 1.

@) 3 caras (HHH) solo ocurren una vez; luego su probabilidad es §.

b) 2 caras y 1 cruz ocurren tres veces (HHT, HTH y THH); luego Pr{2 caras y una cruz} = 2.
¢) 1 cara y dos cruces ocurren tres veces (HTT, TTH y THT); luego Pr{1 cara y 2 cruces} = 3.
d) 3 cruces (TTT) ocurren solo una vez; luego Pr{TT7T} = Pr{3 cruces} = }.

(
(
(
(

Segundo método [usando la formula (1)]

o e = (R -

o oo = (1Y - o))
o menszomm = (IR o))
o o - QY -0

Podria procederse, asimismo, como en el Problema 6.10.
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7.3. Hallar la probabilidad de que en 5 tiradas de un dado aparezca el 3: (@) ninguna vez, (b) 1 vez, (¢) 2

7.4.

veces, (d) 3 veces, (e) 4 veces y (f) 5 veces.

Solucion

La probabilidad del 3 en una sola tirada = p = L, yladenosacar3 = ¢ = 1 — p = 2; luego:

0/5\5
(a) Pr{3 ocurra cero veces} — ((5})(%) (2) = (1}[”(2)5 = %ﬁg
(6) Pr{3 ocurra una vez} = (f) —) (g) ( )( ) %
125 ) 625
( ) 216) ~ 3888
] 125
N\ais ( ) 3888
1 1 L
(g) ( ) 1296 (6) "~ 7776
(f) Pr{3 ocurra cinco veces} = ( )( ) ( ) (?7?6)(1} 5 %6

Notese que estas probabilidades representan los términos ‘del desarrollo binomial

(649 =+ OE6E) - O @+ OEE - ORE) - 6 -

Escribir el desarrollo binomial para: (a) (7 + p)* v (b) (g + p)°.

1 5
(d) Pr{3 ocurra tres veces} = (

(e) Pr{3 ocurra cuatro veces} =

(¢) Pr{3 ocurra dos veces} = (5)

Solucion

(a)

4 4 4
@+ p=q*+ (Jq*‘p + (Z)rfpz + (3)@3 + p*

=" + 49°p + 6¢°p* + 4gp° + p*

6 6 6 6 6
6 ] 4.2 3.3 2,4 5 &
q +(l)qp+(2)qp +(3)qp +(4)qp +(S)qp +p

= ¢° + 64°p + 15¢°p* + 204°p* + 15¢°p* + 6gp° + p°

(b)

(g + p)°

Los coeficientes 1,4, 6,4, 1 y 1, 6, 15, 20, 15, 6, 1 se llaman coeficientes binomiales correspondientes
aN = 4y N = 6, respectivamente. Escribiendo estos coeficientes para N = 0, 1, 2, 3, .., como muestra
la disposicion triangular adjunta, obtenemos el llamado tridngulo de Pascal. Notemos que el primero
y el altimo de los niimeros de cada fila son 1 y que todo otro nimero se obtiene sumando sus dos
vecinos de la fila de encima.
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1 6 15 20 I3 et 1

75. Hallar la probabilidad de que en una familia con 5 hijos haya: (2) al menos un chico y (b) al menos
un chico y una chica. Suponemos que la probabilidad de que nazca chico es 3

Solucion

(@)

s - (Y -4 - (I
wrowm < () -2 meam - (I -

1
g
Por tanto
Pr{al menos 1 chico} = Pr{l chico} + Pr{2 chicos} + Pr{3 chicos} + Pr{4 chicos}

_1+3+1+1_15
5 7 il s g

Otro método
: A 3 1 1 I
Pr{al menos 1 chico} = 1 — Pr{ningin chicoj = 1 —{=) =1—— =

(5)
S

Pr{al menos 1 chico y 1 chica} = 1 — Pr{ningun chico} — Pr{ninguna chica} =1 — =6 &

76. De entre 2000 familias con 4 hijos, jcuantas cabe esperar que tengan: (a) al menos 1 chico, (b) 2 chicos,
(¢) 1 6 2 chicas y (d) ninguna chica? Vease el Problema 7.5(a).

Solucién

(¢) Namero esperado de familias con al menos 1 chico = 2000(}3) = 1875

(p) Numero esperado de familias con 2 chicos = 2000 - Pr{2 chicos} = 20002) = 750

(¢) Pr{l 62 chicas} = Pr{l chica} + Pr{2 chicas} = Pr{l chico} + Pr{2 chicos) =% +3 =3
Nimero esperado de familias con 1 6 2 chicas = 2000(3) = 1250

(4) Numero esperado de familias con ninguna chica = 2000{%] = 125

7.7. Si el 20% de los pernos producidos por una maquina son defectuosos. determinar la probabilidad
de que, entre 4 pernos elegidos al azar: (a) 1, (£) 0 ¥ (¢) a lo sumo 2 sean defectuosos.




LAS DISTRIBUCIONES BINOMIAL, NORMAL Y DE POISSON 167

Solucién
La probabilidad de un perno defectuoso es p = 0.2 y la de uno no defectuosoes g = 1 — p = 0.8

(a)
Pr{1 defectuoso entre 4} = (‘1‘)[{4'!.2}1{0‘3)'3 = 0.4096

(b)
Pr{0 defectuosos} = (2){0.2)0(0.8)4 = 0.4096
)
Pr{2 defectuosos} = (;)(0.2}2’{0.8)2 = 0.1536
Entonces

Pr{de mas de 2 pernos defectuosos} = Pr{0 defectuosos} + Pr{1 defectuoso} + {2 defectuosos}
= 0.4096 + 0.4096 + 0.1536 = 0.9728

I.a probabilidad de que un estudiante que ingresa en la Universidad se licencie es 0.4. Hallar la
probabilidad de que entre 5 estudiantes elegidos al azar: (@) ninguno, (b) 1, () al menos 1y (d) todos,

: b}
Pr{ninguno se licencie] = ( 0)(0,4)“[(]'!.6)5 = 0.07776 o sea, aproximadamente 0.08

_ 5 >
Pr{1 se licencie} = (l)(0,4)‘(0,6)“ = 0.2592 0 sea, aproximadamente 0.26
Pr{al menos 1 s¢ licencie} = | — Pr{ninguno se licencic} = 0.92224 o sca, aprox. 0.92

Hodarrs 5 _ !
Pr{todos se licenciaran; = ( 5)((}.4]5-1[{)._6}G = 001024 o sea, aproximadamente (.01

es la probabilidad de obtener un total de 9: (a) dos veces y (h) al menos dos veces, en 6 tiradas
un par de dados?

Asociando los 6 posibles resultados del primer dado con los 6 del segundo, resulta un total
=6 -6 = 36 posibles formas de caer los dados. Son: 1 en ¢l primero y | en cl segundo, | en el primero
2 en el segundo, etc., denotadas por (1, 1), (1, 2), etc.

‘De esas 36 posibilidades equiprobables, la suma 9 ocurre en cuatro de ellas: (3, 6), (4, 5), (5, 4)

3). Luego la probabilidad de sacar 9 en una tirada es p = 35 = 3, y la de no sacar 9 es ¢ = 1

p=

(AR 61,440
3 =i 1 g T i STl fay]
- Pr{2 nueves en 6 tiradas} = (2)(9> <9) 531,441

“olm

L (4]
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7.10.

7.11.

ESTADISTICA

(b) Pr{al menos 2 nueves} = Pr{2 nueves} + Pr{3 nueves} + Pr{4 nueves} + Pr{5 nueves} +
+ Pr{6 nueves}

-G 6) + G6)6) - GGG -~ (66 -
(66

_61,440 10,240 960 i 43 @ 1 72,689
531,441 531441+531,441 531441 = 531441 531,441

Otro método

Pr{al menos 2 nueves} = 1 — Pr{0 nueves} — Pr{1 nueve}

- ORE - 006 -3

Evaluar: (a) Y ¥-o Xp(X) y (b) Y% -, X2p(X), donde p(X) = (§ AT e

Solucién
(@) Comog + p =1,

. = 3 L e - & X—1 N-X
I Wiy A/ 9 Wy v e A
= Nplg + pl"“ = Np
(b) inp{X)—i--N' —i[X(X—IH o prg"*
¥=o © XS XUN — X)'*" e ¥ X = e
. J . NT X N—X u N1 X X
= N — P L X e P
2 o (N —2)! X—2 _N—-X 2 N-—2
= NN-1p? ) prig T A Np=NN—1)p(g+p)" " + Np

Zs (X — 2N — X!
= NN — Dp? + Np

Nata: Los resultados en las partes () y (b) son las esperanzas de X y X2, denotadas por E(X) y
E(X?), respectivamente (véase Cap. 6).

Si una variable esta normalmente distribuida, determinar: (a) su media u y (b) su varianza o2.
Solucion

{(a) Por el Problema 7.10(a),

N
u = valor esperado de la variable = E AplX) =
X=0
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(h) Usando g = Np y los resultados del Problema 7.10,

N N N N N
2= Y (X—ppX)= Y (X2—2uX+ApX)= Y X*pX)—2u Y Xp(X)+2 Y p(X)
X=0 X X=0 X=0 X=0

=)
= N(N — 1)p* + Np — 2Np)(Np) + (Np)*(1) = Np — Np* = Np(1 — p)= Npq

Se desprende que la desviacion tipica de una variable normalmente distribuida es ¢ = |/ Npg.

Otro método

Por el Problema 6.62(h),
E[(X — X)]* = EX?) — [E(X)]* = N(N — 1)p> + Np — N°p* = Np — Np® = Npg

Si la probabilidad de un perno defectuoso es 0.1, hallar: (@) la media y (b) la desviacion tipica, para la
distribucion de pernos defectuosos en un total de 400.

Solucion

(@) La media es Np = 400(0.1) = 40; esto es, esperamos 40 pernos defectuosos.

(b) La varianza es Npg = 400(0.1){0.9) = 36. Por tanto, la desviacion tipica es \/% =6,

. Hallar los coeficientes momento de: (@) sesgo y (b) curtosis de la distribucion del Problema 7.12,

~ Solucion

- {a)
> = 09 — 0.1 :
Coeficiente momento de sesgo = Sl = 0.133

' Npg 6

Como es positivo, la distribucion es sesgada a la derecha.

(b)
L—6pg _, , 160109

= 301
Npg 36

Coeficiente momento de curtosis = 3 +

La distribucion es un poco leptocirtica con respecto a la distribucion normal (o sea, algo mas
puntiaguda; véase Cap. 5).

MSTRIBUCION NORMAL

~ En un examen de matematicas, la calificacion media fue 72 y la desviacion tipica 15. Determinar en
unidades estandar las puntuaciones de los alumnos que obtuvieron: (a) 60, (b) 93 y (¢) 72.

X — X, 60—=72 X-X¥ mn-72_
5 B =1 ; S i ol o
¥—¥ G- 72

= = =14
8 15

(¥]

[
|

Con referencia al Problema 7.14, hallar las puntuaciones correspondientes a las puntuaciones estandar:
ta) —1y(b) 16,
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7.16.

7.17.

ESTADISTICA
Solucién
(@ X=X+ z5=T2 4 (—=1)(15) =57 (B) X=X+ zs= 72 + (1L6)(15) = 9

Se informé a dos estudiantes que habian recibido puntuaciones estindar de 0.8 y —0.4, respectiva-
mente, en una prueba de inglés. Si sus puntuaciones fueron 88 y 64, respectivamente, hallar la media
y la desviacion tipica de las puntuaciones de esa prueba.

Solucién
Usando la ecuacion X = X + zs, tenemos 88 = X + 0.8s para el primer estudiante y 64 = ¥ —
— 0.4y para ¢l segundo. Resolviendo esas ecuaciones se obtiene X = 72 y s = 20.

Hallar el drea bajo la curva normal en cada uno de los casos siguientes: (a) a (g), que corresponden a
las Figuras 7.2(a) a 7.2(g), respectivamente. Usar el Apéndice 11.

(a) Entrez =0yz =12 {e) A laizquierdadez = —06

(h) Entrez = —068yz =10 (f) Aladerechadez = —1.28

(¢) Entrez = —046y:z = 2.21 (g) A la derecha de z = 2.05, y a la izquierda
(d) Entrez = 081 yz = 194 dez = —1.44

Solucién

(a) En el Apéndice 11 miramos en la columna marcada z hasta ver la entrada 1.2; entonces nos
desplazamos a la derecha a la columna marcada 0. El resultado, 0.3849, es ¢l area pedida y
representa la probabilidad de que z esté entre 0 y 1.2, denotada Pr{0 < z € 1.2}.

(b) Por simetria, el area solicitada es la que hay entre z = 0y z = 0.68. Para hallarla, buscamos en
la columna marcada z en el Apéndice I1 hasta localizar 0.6; entonces a la derecha hasta la columna
8. El resultado, 0.2517, es el area buscada y representa la probabilidad de que z esté entre —0.68
y 0, denotada Pr{—0.68 < z < 0}.

—0.68

(5)

—0.6 =1 28;

(e) )

A

- 1.44 2.05

(g)
Figura 7.2.
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(¢) Area pedida = (rea entre z = —046 y z = 0) + (areaentrez = 0yz = 2.21)
= (area entre z = 0y z = 0.46) + (dreaentre z = Oy z = 2.21)

01772 + 0.4864 = 0.6636

1

(d) Area pedida = (areaentrez = Oy z = 1.94) — (areaentre z = 0y z = 0.81)
= 04738 — 0.2910 = 0.1828

(e) Area pedida = (area a la izquierda de z = 0) — (arcaentrez = —06y z = 0)
(4rea a la izquierda de z = 0) — (4reaentrez = 0yz = 0.6)
0.5 — 0.2258 = 0.2742

1l

(f) Area pedida = (areaentrez = —1.28 yz = 0) + (areaa la derecha de z = Q)

0.3997 + 0.5 = 0.8997

Ihn

(g) Area pedida

area total — (dreaentre z = —144yz = 0) — (areaentre z = 0y z = 2.05)
=1 — 04251 — 04798 =1 — 0.9049 =

Determinar el valor o valores de z en los casos: (), (b) y (¢), que corresponden a las Figuras 7'3(‘11.
a 7.3(c), respectivamente. La palabra «éarea» se refiere al area bajo la curva normal.

(@) El area entre 0 y z es 0.377C.
{p) El area a la izquierda de z es 0.8621.
(c) El drea entre —1.5 y z es 0.0217.

(@) (b)

(cy) (e3)
Figura 7.3.

Solucién

(@) En el Apéndice II la entrada 0.3770 esta a la derecha de la fila marcada 1.1 y bajo la columna 6;
asi pues, el z pedido es z = 1.16. Por simetria, z = —1.16 es otro valor solucién de z, con lo
que z = +1.16.

() Como el drea es mayor que 0.5, z debe ser positivo. El area entre 0y z = 0.8621 — 0.5 = 0.3621,
de donde z = 1.09.

(¢) Si z fuera positivo, el area seria mayor que ¢l 4rea entre — 1.5 y 0, que es 0.4332; luego z es
negativo.
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7.19.

7.20.

ESTADISTICA

Caso I [z negativo, pero a la derecha de — 1.5; véase Fig. 7.3(c,)]

El area entre —1.5 y z = (area entre —1.5 y () — (area entre 0 y z), y 0.0217 = 04332 —
—(area entre O y z). Asi pues, el irea entre 0 y z=0.4332—0.0217=04115, de donde z= —1.35.

Caso 2 [z negativo, pero a la izquierda de — 1.5; véase Fig. 7.3(¢;)]

El area entre z y —1.5 = (4rea entre z y 0) — (area entre —1.5 y 0), y 0.0217 = (area
entre 0 y z) — 04332 Luego el area entre O y z = 0.0217 + 04332 = 04549, y z = —1.694 por

interpolacion lineal; o sea, con menes precision, z = —1.69.
Hallar las ordenadas de la curva normal en: (@) z = 0.84, (h)z = —1.27 y (¢) z = —0.05.
Solucién

(@) En el Apéndice I, buscamos la entrada 0.8 en la columna de z y luego nos movemos a la derecha
hasta la columna 4. La entrada 0.2803 es la ordenada pedida.

(b) Por simetria: (ordenada en z = —1.27) = (ordenada en z = 1.27) = 0.1781.

(¢) (Ordenadaenz = —0.05) = (ordenada en z = 0.05) = 0.3984.

El peso medio de 500 estudiantes varones de cierta Universidad es 151 libras (Ib), y la desviacién tipica
es 15 Ib. Supuesto que los pesos estan normalmente distribuidos, hallar cuantos estudiantes pesan:
(@) entre 120 y 155 Ib y (b) mas de 185 Ib.

Solucion

(@) Los pesos anotados entre 120 y 155 1b pueden realmente tener cualquier valor entre 119.5 a 155.51b,
si han sido anotados con precision de 1 1b.

119.5 — 151

119.5 1b en unidades estandar = — —2.10
: s 1555 — 151
155.5 Ib en unidades estandar = JT = 030
Como indica la Figura 7.4(a),
Proporcion requerida de estudiantes = (4rea entre z = —2.10 y z = 0.30)
= (areaentre z = —210yz = 0)

+ (areaentre z = 0y z = 0.30)
= 04821 + 0.1179 = 0.6000

Luego el nimero de estudiantes que pesan entre 120 y 155 Ib es 500(0.6000) = 300.

—2.10 0.30 2.30
(a) (&)
Figura 7.4.
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(b) Los estudiantes que pesan mas de 185 |b han de pesar al menos 185.5 1b.

185.5 1b en unidades estandar = W =230

Como se ve en la Figura 7.4(5),

Proporcion de estudiantes requerida = (area a la derecha de z = 2.30)
= (area a la derecha de z=0)—(drea entre z=0y z=2.30)
= 0.5 — 04893 = 0.0107

Asi que el nimero de estudiantes que pesan mas de 185 1b es 500(0.0107) = 5.
Si W denota el peso de un estudiante al azar, podemos resumir los resultados precedentes en
terminos de probabilidad escribiendo

Pr{119.5 < W < 1555} = 06000 y  Pr{W > 1855} = 0.0107

Determinar cuintos de los 500 estudiantes del problema anterior pesan: (¢) menos de 128 1b, (b) 128 1b,
¥ (¢) no mas de 128 Ib.

Solucién

(a) Los que pesan menos de 128 ib deben pesar menos de 127.5 1b

1275 Ib en unidades estandar = y = —157
Como vemos en la Figura 7.5(a),
Proporcion pedida de estudiantes = (area a la izquierda de z = —1.57)
= (4reaalaizquierdade z=0) —4reaentrez= —1.57yz=10)

= 0.5 — 04418 = 0.0582

Luego el niimero de estudiantes que pesan menos de 128 1b es 500(0.0582) = 29.

—1.57, —-1.57 -1.50 -1.50
(a) (b) (e)
Figura 7.5.

(h) Los que pesan 128, en realidad pesan entre 127.5 y 1285 1b

127.5 — 151
15
128.5 — 151

128.5 Ib en unidades estindar = T Re G 1.50

127.5 Ib en unidades estandar —1.57
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Como muestra la Figura 7.5(b),

Proporcion requerida de estudiantes = (area entre z = —1.57 y z = —1.50)
= (dreaentre z = —15Tyz = 0
—(areaentre z = —150yz = 0)

0.4418 — 04332 = 0.0086

Por tanto, el nimero de estudiantes que pesan 128 1b es 500(0.0086) = 4.
(¢) Los que no pasan de 128 1b deben pesar 128.5 b

: : 1285 — 151
128.5 Ib en unidades estandar = % ah - = —1.50
Como muestra la Figura 7.5(c),
Proporcion requerida de estudiantes = (area a la izquierda de z = —1.50)
= (areaalaizquierdadez=0)—(arcaentrez= —1.50yz=0)

= 0.5 — 04332 = 0.0668
Luego el nimero de estudiantes que no sobrepasan las 128 1b es 500(0.0668) = 33.

Otro método [usando las partes (@) y (5)]

El nimero de los que no pasan de 128 Ib es (los que pesan menos de 128 1b) + (los que
pesan 128 1b) = 29 + 4 = 33

7.22. Las puntuaciones en un test de biologia eran 0, 1, 2, .., 10 puntos, segin el nimero de respuestas
correctas de entre las 10 cuestiones. La nota media fue 6.7 y la desviacion tipica 1.2. Supuesto que las
notas estuvieran normalmente distribuidas, determinar: (@) el porcentaje de estudiantes que tuvo 6
puntos, (b) la nota maxima del 10% mas bajo y (¢) la nota minima del 10% mds alto de la clase.

Solucién o

(@) Para aplicar la distribucién normal a datos discretos es necesario tratar los datos como si fueran
continuos. Asi que una nota de 6 puntos se considera que esta entre 5.5 y 6.5 puntos

55 — 6.7
5.5 en unidades estandar = S T —1.0
6.5 — 6.7
6.5 en unidades estandar = T —-0.17
Como indica la Figura 7.6(a),
Proporcion pedida = (areaentre z = —1yz = —0.17)
= {areaentre z = —1yz = 0) — (areaentrez = —017yz = ()

0.3413 — 0.0675 = 0.2738 = 27%

(h) Sea X, la nota maxima y z, la nota en unidades estandar. De la Figura 7.6(h) se ve que el
area a la izquierda de z; es 10% = 0.10; por tanto: (area entre z, y 0) = 040,y z; = —1.28
(muy aproximadamente). Luego z;, = (X, — 6.7)/1.2 = —1.28; y X| = 5.2, 0 sea 5 redondeando.

(¢) Sea X, la nota minima y z, la nota en unidades estindar. De la parte (b), por simetria, z, = 1.28.
Luego (X, = 6.7)/1.2 = 1.28; y X, = 82, o sea 8 redondeando.
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- 1..: — 0.17
(a) (b)
Figura 7.6.

* 7.23. El diametro medio interior de una muestra de 200 tubos producidos por una maquina es 0.502 pul-
gadas (in) y la desviacién tipica es 0.005 in. El uso de los tubos permitira una tolerancia en el didmetro
de 0.496 a 0.508 in; de otro modo, se considerarin defectuosos. Determinar el porcentaje de tubos
defectuosos, supuesto que los tubos producidos por esa maquina estan normalmente distribuidos.

Solucién
0496 — 0.502
496 idad andar = —— "~ = 12
0 en unidades estandar 0005
0.508 — 0.502
0. id ta =" = 12
508 en unidades estandar 0,005 1
Como muestra la Figura 7.7,
Proporcién de tubos defectuosos = (4rea bajo la curva normal entre z = —1.2 yz = 12)

= (doble del dreaentre z = 0y z = 1.2)
2(0.3849) = 0.7698 o sea 77%

Luego ¢l porcentaje de tubos defectuosos es 100% — 77% = 23%.

Notese que si pensamos que el intervalo de 0.496 a 0.508 representa diametros desde 0.4955 hasta
0.5085 in, el resultado anterior cambia ligeramente. Con dos cifras significativas, sin embargo, el
resultado 'se mantiene.

— I 1.2

Figura 7.7.

ROXIMACION NORMAL A LA DISTRIBUCION BINOMIAL

Hallar la probabilida& de obtener entre 3 y 6 caras inclusive en 10 tiradas de una moneda, usando:
(a) la distribucién binomial y () la aproximacién normal a la distribucion binomial.

Solucion
(@)

o (WY i e~ (Y -
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()

10N /1\*/1\8 105 10\ /1\¢/1\* 105
Pr{4 caras} = (4 )(E) (5) =5 Pr{6 caras} = (6)(5) (5) =55
En consecuencia

157 105 63 . 10599
Pr{entre 3 y 6 caras inclusive}] = — =— = 07734

18 "512 2% T 52T 138
La distribucién de Poisson para el numero de caras en 10 tiradas estd representada en las
Figuras 7.8(a) y (), donde esta ultima trata los datos como si fueran continuos, La probabilidad
pedida es la suma de las areas de los rectangulos sombreados de la Figura 7.8(b) y se puede
aproximar por el 4rea correspondiente bajo la curva normal, en sombra en la figura.

Probabilidad Probabilidad
0.3 0.3+
0.2 0.2 o
0.1 - 0.1
e .
i 1 I I 1 I I 1 ] 1 ! i
o 1 2 3 4 5 (] 7 8 9 10 o 1 2 3 4 5 3 fr} ] 9 10
Numero de caras Numero de caras
(@) (b)
Figura 7.8.

Considerando los datos como continues, se sigue que 3 a 6 caras es como decir de 2.5 a 6.5
caras. Ademas, la media y la varianza de la distribucidn binomial vienen dados por 4 = Np =

= 10Q) = 5y o = |/Npg = /(10D = 1.58

2.5 —
2.3 en unidades estandar = 5 £ = —1.58
1.58
6.5 en unidades estandar = 6'51 5_8 2 = 095
Como se ve en la Figura 7.9,
Probabilidad pedida = (irea entre z = —1.58 y z = 0.95)

(dreaentre z = —1.58yz = 0) + (areaentrez = 0y z = 0.95)
0.4429 + 0.3289 = 0.7718 '

que encaja muy bien con el verdadero valor 0.7734 obtenido en la parte (a). La precision es aiin
mayor para grandes N.

0.95

Figura 7.9.

=1.58
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Se lanza una moneda 500 veces. Hallar la probabilidad de que el nimero de caras no difiera de 250:
(a) en mas de 10 y (b) en mas de 30.

Solucion
i = Np = (500)(5) = 250 o = /Npg = J(500)3)z) = 1118

(@) Se nos pide la probabilidad de que el nimero de caras esté entre 240 y 260, o sea, considerando
los datos como continuos, entre 239.5 y 260.5. Como 239.5 en unmidades estandar es (239.5 —
— 250)/11.18 = —0.94, y 260.5 en unidades estandar es 0.94, tenemos

Probabilidad pedida = (area bajo la curva normal entre z = —094 y z = 0.94)
= (doble del area entre = = 0y z = 0.94) = 2(0.3264) = 0.6528

() Se pide la probabilidad de que el namero de caras este entre 220 y 280, o considerados los datos
como continuos, entre 219.5 y 280.5. Como 219.5 en unidades estandar es (219.5 — 250)/11.18 =
= —2.73, y 280.5 en unidades estandar es 2.73, tenemos

Probabilidad pedida = (el doble del area bajo la curva normal entre z = 0y z = —2.73)
2(0.4968) = 0.9936

Se sigue que, con gran confianza, el numero de caras no diferira del esperado (230) en mas de 30.
Asi pues, si resultase que ¢l nimero real de caras fuera 280, tendriamos derecho a sospechar que
la moneda estaba trucada o era falsa,

‘Se lanza un dado 120 veces. Hallar la probabilidad de que salga el 4: (g) 18 veces o menos y (&) 14
_Weces 0 menos, supuesto como siempre que el dado no esta trucado.

‘Soluci6n
El 4 tiene probabilidad p = 1 de salir y probabilidad ¢ = £ de no salir.

fa) Queremos calcular la probabilidad de que el nimero de cuatros esté entre 0 y 18, y eso es

exactamente
120 1 1B 5 102 - 120 1 17 5 103 " - 120 1 L] E 120
18 J\6 6 17 J\6 6 0 /\6/ \6
pero como la tarea de calcular esto es improba, usemos la aproximacion normal.
Considerando los datos como continuos, de 0 a 18 significa de —0.5 a 18.5. Ademas,

p=Np=1200) =20 y o= Npg= (120@)F) = 408

Como —0.5 en unidades estandar es (—0.5 — 20)/4.08 = —35.02, y 18.5 en unidades estindar es
—0.37, se tiene

Probabilidad pedida = (area bajo la curva normal entre z = —502y z = —037)
= (dreaentre z = 0yz = —35.02)
— (areaentre z = 0y z = —0.37)

= 0.5 — 0.1443 = 0.3557
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(#) Procedemos como en (a), sustituyendo 18 por 14. Como —0.5 en unidades estandar es —5.02, y

14.5 en unidades estandar es (14.5 — 20)/4.08 = —1.35, tenemos
Probabilidad pedida = (area bajo la curva normal entre z = —5.02y z = —1.35)
= (areaentrez = 0yz = —3502)
— (areaentrez = 0y z = —1.35)

0.5 — 04115 = 0.0885

Se desprende que si tomamos repetidas muestras de 120 lanzamientos de un dado, el 4 saldria 14
veces 0 menos en aproximadamente un 10% de esas muestras.

LA DISTRIBUCION DE POISSON

7.27. Un 10% de las herramientas producidas en una fabrica son defectuosas. Hallar la probabilidad
de que en una muestra de 10 herramientas tomadas al azar exactamente 2 sean defectuosas, usando:
(@) 1a distribucion binomial y (b) la aproximacion de Poisson a la distribucidon binomial.
Solucion
La probabilidad de una herramienta defectuosa es p = 0.1.
(a) &
Pr{2 objetos defectuosos en 10} = (2 )(0.1]2(0.9}8 = 0.1937 osea  0.19

() Con i = Np = 10(0.1) = 1 y usando ¢ = 2.718,

. FX = 1 & 5= ] =1 1
Pr{2 objetos defectuosos en 10} = i ; -] ]; = eT =5 = 0.1839 osea  0.18
! ! e

En general, la aproximacion de Poisson es buenasip < 0.ly A = Np € 5.

7.28. Si la probabilidad de que un individuo sufra una reaccién negativa ante una inyeccion de clerto suero
es 0.001, hallar la probabilidad de que entre 2000 individuos: (&) exactamente 3 y (b) mas de 2 de ellos
reacclonen negativamente.

Soluci6n
ArgmA  pgsd
Pr{X individuos reaccionen negativamente} = =
Xl Xl
donde 2 = Np = (2000)(0.001) = 2.
(@)
s , : 2% 2 4
Pr{3 individuos reaccionen negativamente} = T 0.180
(b] 05,2 Iy=2 22
2%~ 1 Qe= "2 e 2
Pr{0la sufran} = ] Pr{l lasufra} = T Pr{2lasufran} = 5

Pr{mas de 2 la sufran} = 1 — Pr{0 6 1 6 2 la sufran}

1 22 2 5
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Notese que de acuerdo con la distribucion binomial las probabilidades solicitadas en (a) y (b) son,
respectivamente,

(a) (2(:’0)(0;001)3(0.999)19”

- 2 2000
B 1 — {( {;}0)(0.001)9(0.999]2"00 + ( i ){0.001)‘{0.999}‘999 + (20200){0.001]2(0.999}’99“}
mucho mas dificiles de evaluar directamente.
Una distribucion de Poisson viene dada por

{0:72]}‘(3 —0.72

o) = =0
Caleular: (@) p(0), (5) p(1), () p(2) ¥ (d) p(3).
Solucién
(a)
H0) = {0‘72];?'_0'72 = (“"Im = e™®7? = 04868  usando el Apéndice VIIT

(8)
0.72)te~0-72

Al = 1

= 0.72e7°72 = (0.72)(0.4868) = 0.3505

(e) it =
_ (0.72)2e7072 _ (0.5184)e= 072

p2) = (0.2592)(0.4868) = 0.1262

2! 2
Otro método
07
p2) = —23 A1) = (0.36)(0.3505) = 0.1262
.72 3,-0.72 ‘
L ’3‘|" 2 0—;—2 A2) = (0.24)(0.1262) — 0.0303

STRIBUCION MULTINOMIAL

caja contiene 5 bolas rojas, 4 blancas y 3 azules. Se saca al azar una bola de la caja, se anota su

Pior y se vuelve a meter en la caja. Hallar la probabilidad de que entre 6 bolas asi seleccionadas, 3
£2an rojas, 2 blancas y 1 azul.

Pr{roja en cualquier extraccion} = 5, Pr{blanca en cualquier extraccién} = 1%, Pr{azul en
alquier extraccion} = %; luego

6! AN 3N\Y 625
Pr{3 son rojas, 2 son blancas, 1 es azul} = B (-!55) (E) (E) i
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AJUSTE DE DATOS MEDIANTE DISTRIBUCIONES TEORICAS

7.31. Ajustar una distribucion binomial a los datos del Problema 2.17.

Solucion

Pr{X caras en una tirada de 5 monedas} = p(X) = (3)p*g® ¥, donde p y g son las respectivas
probabilidades de cara y cruz en una sola tirada. Por el Problema 7.11(a), el numero medio de caras €s
@t = Np = 5p. Para la distribucion de frecuencias realmente observada, el nimero medio de caras s

TIX _(8)0) + (144)(1) + (342)(2) + (28T)3) + (164)4) + @06 _ 2470 _ .
DD ST ¢

.f 1000

Igualando la media tebrica con la observada, 5p = 247, 0 sea p = 0.494, Luego la distribucion
binomial de ajuste viene dada por p(X) = (3)(0.494)%(0.506)° ~*.

La Tabla 7.4 recoge las probabilidades asi como las frecuencias esperadas (teoricas) ¥ observadas.
Se ve que el ajuste es bueno. Su bondad se investigara en el Problema 12.12.

Tabla 7.4
Numero Pr{X caras] Frecuencia Frecucncia_‘
de caras (X) esperada observada

0 0.0332 332, 0sea 33 38

1 0.1619 161.9, o sea 162 144

2 0.3162 316.2, o sea 316 342

3 0.3087 308.7, o sea 309 287

4 0.1507 150.7, o sea 151 164
L 5 0.0294 204, o sea 29 25 J

7.32. Usar papel grafico de probabilidad para determinar si la distribucion de frecuencias de la Tabla 2.1
puede aproximarse bien por una distribucién normal.

Solucion

Primero se convierte la distribucion de frecuencias dada en una distribucion de frecuencias relativas
acumuladas, como indica la Tabla 7.5. Entonces, las frecuencias relativas acumuladas, expresadas en
porcentajes, se marcan en ¢l grafico del papel especial citado (Fig. 7.10). El grado en que tales puntos
caen sobre una recta determina la precision del ajuste de la distribucion dada a una distribucion
normal. De lo antetior vemos que hay una distribucién normal que ajusta muy bien los datos (véase
¢l Problema 7.33).

Tabla 7.5
r - Frecuencia relativa
Altura () acumulada (%)
Menor que 62.5 5.0
Menor que 65.5 230 (c,)
Menor que 68.5 65.0
Menor que 71.5 92.0

Menor que 74.5 100.0
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Ajustar con una curva normal los datos de la Tabla 2.1.

‘Solucion

El método lo esboza la Tabla 7.6. Al calcular z para las fronteras de clase, usamos z = (¥ — ¥ )/s,
donde la media X y la desviacion tipica s se han obtenido, respectivamente, en los Problemas 3.22
y 417

Tabla 7.6
Alturas Fronteras |z para fron-|Area bajo la curva| Area para Frecuencia | Frecuencia
(in) de clase (X) |teras de clase [normal desde 0 a z| cada clase esperada observada
60-62 s ¥ il 00413 | 413, 05ca 4 5
62.5 —1.70 0.4554 ;
63-65 0.2068 | 20.68, o sea 21 18
65.5 —0.67 0.2486 >
66-68 Suma +—0.3892 38.92, 0 sea 39 42
: 68.5 0.36 0.1406
69-71 0.2771 27.71, 0 sea 28 27
72-74 = e 0al77 0.0743 743, 0sea 7 8
74.5 241 0.4920 7 ik
Suma X = 6745in s =292 in

En la columna 4 de la Tabla 7.6, las areas bajo la curva normal entre 0 y z se han obtenido del
Apéndice 11. De ahi hallamos las dreas bajo la curva normal entre sucesivos valores de z, como muestra
la columna 5. Se obticnen sin més que restar las areas sucesivas de la columna 4 cuando las corres-
pondientes = tienen el mismo signo, y sumando si son de signo opuesto (lo que ocurre solo una vez
‘en la tabla).

Multiplicando las entradas de la columna 5 (que representan frecuencias relativas) por la frecuencia
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total N (en este caso N = 100) se obtienen las frecuencias esperadas de la columna 6. Veamos que hay
buen acuerdo con las frecuencias observadas (columna 7).
Si se desea, puede emplearse la desviacion tipica con correceion de Sheppard [véase Prob. 4.21(a)].
La bondad del ajuste de la distribucion sera considerada en ¢l Problema 12.13,

7.34. La Tabia 7.7 muestra el numero f de dias, en un plazo de 50 dias, durante los cuales se produjeron X
accidentes de automovil en una cierta ciudad. Ajustar los datos mediante una distribucion de Poisson.
Solucién

El numero medio de accidentes es

b 2 X _ DO + (18)(1) + (N2 + B)G) + (1)(4) _ 45 _ 0.90
flisie Faef 50 i S

Luego, de acuerdo con la distribucion de Poisson,

X, —0.90
Pr{X accidentes} = Wobe

Al
Tabla 7.7
Numuro de Nuamero de
accidentes (X) dias (/)

0 21

1 18

2 7

3 3

4 1

Total 50

La Tabla 7.8 da las probabilidades de 0, 1, 2, 3 y 4 accidentes que predice la distribucién de Poisson
y el nimero esperado o tedrico en los cuales se producen X accidentes (obtenidos multiplicando las
respectivas probabilidades por 50). Para facilitar la comparacion, la columna 4 repite el nimero real
de dias de la Tabla 7.7.

Tabla 7.8

Numero de PH{X accidentes) Numero Numero
accidentes (X) "l esperadodedias | real de dias

0 0.4066 20.33, o sea 20 21
1 0.3659 18.30, 0 sea 18 18
2 0.1647 824, 0sea 8 7
3 0.0494 247, o sea 2 3
4 0.0111 0.56, o sea 1 1

Notese que el ajuste es bueno.
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Para una verdadera distribucion de Poisson, la varianza ¢ = 1. El calculo de la varianza de la
distribucion propuesta nos da 0.97, que se compara favorablemente con el valor 0.90 para 4, lo que
anade mas evidencia a lo adecuado de la distribucion de Poisson como aproximacion de nuestros datos.

Evaluar: (a) 7!, () 10/(6!41), (c) (2), (d) ()
y (e) ().

Desarrollar: (@) (¢ + p)" y (b) (¢ + p)'°

Hallar la probabilidad de que al lanzar 6
veces una moneda aparezcan: (a) 0, (b) 1,
(€) 2, (d) 3,(e) 4, (f) 5 v (g) 6 caras.

Hallar la probabilidad de: (@) 2 0 mas caras,
¥y (b) menos de 4 caras, en una tirada de 6
monedas.

Si X denota el nimero de caras en una sola
tirada de 4 monedas, hallar: () Pr{ix = 3},
() Pr{X < 2}, (c) Pr{X < 2}

y (d) Prf{l < x < 3}

Entre 800 familias con 5 hijos, jcuantas cabe
csperar que tengan: (@) 3 chicos, (b) 5 chicas y
(c) 2 6 3 chicos? Se suponen probabilidades
iguales para chicos y chicas.

Hallar la probabilidad de obtener una suma
de 11 puntos (a) una vez y (b) dos veces, en
dos lanzamientos de un par de dados.

¢Cudl es la probabilidad de sacar 9 exacta-
mente una vez en 3 lanzamientos de un par
de dados?

Hallar la probabilidad de acertar al azar la
respuesta de al menos 6 de entre 10 cuestio-
nes en un test verdadero-falso.

Un agente de seguros contrata 5 polizas con
personas de la misma edad y de buena salud.
Segun las tablas en uso, la probabilidad de
que un hombre de esa edad esté vivo dentro
de 30 afios es 2. Hallar la probabilidad de
que dentro de 30 afios vivan: (a) los 5, (b) al
menos 3, (c) sélo 2 y (&) al menos uno.

7.46.

7.47.

7.48.

Calcular: (a) la media, (b) la desviacién tipica,
(¢) el coeficiente momento de sesgo y (d) el
coeficiente momento de curtosis, para una
distribucion binomial en la que p = 0.7 y
N = 60. Interpretar los resultados.

Probar que si una distribucién binomial con
N = 100 es simétrica, su coeficiente mo-
mento de curtosis es 2.98.

Evaluar: (a) } (X — u)®p(X)
®) Y (X — p*p(X) para la distri-
bucién binomial.

Probar las formulas (1) y (2) del comienzo de
este capitulo para los coeficientes momento
de sesgo y curtosis.

LA DISTRIBUCION NORMAL

7.49.

7.50.

7.51.

T8,

En un examen de estadistica, la media fue 78
¥ la desviacion tipica 10.

(a) Determinar las puntuaciones estandar
de dos estudiantes que obtuvieron 93
y 62 puntos.

() Hallar las puntuaciones de dos estudian-
tes cuyas puntuaciones estandar fueron
—06y 1.2.

Hallar: (@) la media y () la desviacion tipica
en un examen en el que las notas 70 y 88
correspondieron a puntuaciones estandar de
—0.6 y 1.4, respectivamente.

Hallar ¢l area bajo la curva normal entre:
(@ z= —120y z = 240, (h) z = 1.23
yz=187(c)z = —235y z = —050.

Hallar el 4rea bajo la curva normal: (a) a la
izquierda de z = —1.78, (b) a la izquierda de
z = 0.56, (¢) a la derecha de z = —1.45,
(d) correspondiente a z > 216, (¢) corres-
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7.53.

7.54.

7.56.

7.57.

7.58.

7.59.

7.60.

7.61.

'ESTADISTICA

pondiente a —080 € z < 153 y(f)ala
izquierda de - = —2.52 y a la derecha de
- =183

Si - esta normalmente distribuida con media
0 y varianza 1, hallar: (@) Pr{z = —1.64},
(h) Pr{—196 < = < 196}, (¢) Pr{lz| = 1}.

Hallar el valor de = tal que: (@) el area a
su derecha sea 0.2266, (b) ¢l area a su izquier-
da sea 0.0314, (¢) el area entre —0.23 y =
sea 0.5722, (d) el area entre 1.15 y z sea
0.0730 y (e) el area entre —z y z sea (.9000.

Hallar z; si Pr{z = z;} = 0.84, donde :
esta normalmente distribuida con media 0y
varianza 1.

Hallar las ordenadas de la curva normal en:
(@z=2250B)z=—032y():z = —1.18.

Si las alturas de 300 estudiantes estin nor-
malmente distribuidas con media 68.J in y
desviacion tipica 3.0 in, jcudntos estudiantes
tienen altura: (@) mayor que 72 in, () menor
o igual que 64 in, (¢) entre 65 y 71 in inclu-
sive ¥ (d) de 68 in? Se supone que las altu-
ras se han medido con precision de 1 in.

Si los diametros de las bolas de cojinetes
estin normalmente distribuidas con media
0.6140 in y desviacion tipica 0.0025 in, deter-
minar el porcentaje de ellas con diametros:
(a) entre 0.610 y 0.618 inclusive, (b) mayores
que 0.617 in, (¢) menores que 0.608 in y
(d) iguales a 0.615 in.

La nota media en un examen es 72 y la
desviacion tipica 9. El 10% del curso recibira
grado 4. ;Cual es la nota minima para optar
a el?

Si un conjunto de medidas esta normalmente
distribuida, jqué porcentaje de ellas difiere
de la media: (q) mas de 0.5 desviaciones tipi-
cas y (b) menos de 0.75 desviaciones tipicas?

Si X es la media y s la desviacién tipica de
un conjunto de medidas normalmente disiri-
buidas, jqué porcentaje de ellas: (@) cae en
el rango X + 2s, (b) fuera del rango X + 1.2s
y (c) son mayores que X — 1.5s7

7.62.

En el Problema 7.61, hallar ¢ de manera
que el porcentaje de casos: (a) en el rango
X + as seael 75% y (b) menor que X —as
sea 22%.

APROXIMACION NORMAL
A LA DISTRIBUCION BINOMIAL

7.63.

7.64.

7.65.

7.66.

Hallar la probabilidad de que en 200 lan-
zamientos de una moneda haya: («) entre 80
y 120 caras inclusive, (b) menos de 90 caras,
(¢) menos de 85 o mas‘'de 115 caras y (d)
100 caras exactamente.

Hallar la probabilidad de que en un test ver-
dadero-falso un estudiante conjeture acerta-
damente: (@) 12 o mas de 20 y (h) 24 0 mas
de 40 cuestiones.

El 10% de las piezas producidas en una ma-
quina son defectuosas. Hallar la probabilidad
de que en una muestra aleatoria de 400 pic-
zas sean defectuosas: (@) a lo sumo 30, (h)
entre 30 y 50, {¢) entre 35 y 45 y (d) 55
0 mas.

Hallar la probabilidad de obtener mas de 25
veces 7 en 100 tiradas de un par de dados.

LA DISTRIBUCION DE POISSON

7.67.

7.68.

7.69.

7.70.

Si el 3% de las valvulas manufacturadas por
una compafiia son defectuosas, hallar la pro-
babilidad de que en una muestra de 100
valvulas: (@) O, (&) 1, (¢) 2, (d) 3, (e) 4 ¥
{f) 5 sean defectuosas.

En el Problema 7.67, hallar la probabilidad
de que sean defectuosas: (a) mas de 5, (b)
entre 1 v 3, (¢) no mas de 2 valvulas.

Una bolsa contiene 1 ficha roja y 7 blancas,
Se saca una al azar, se anota su color y se
devuelve a la bolsa, tras lo cual se remueven
de nuevo. Usando: (@) la distribucion bino-
mial y (b) la aproximacion de Poisson a la
distribucion binomial, hallar la probabilidad
de que en 8 de esas extracciones salga la roja
3 veces exactamente.

De acuerdo con la National Office of Vital
Statistics of the U.S. Department of Health,
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Education, and Welfare, el niimero medio
de ahogados por accidente al afio en EE.UU.
es 3.0 por cada 100,000 habitantes. Hallar la
probabilidad de que en una ciudad de
200,000 habitantes haya: (a) 0, (6) 2, (c) 6, (d)
8, (e)entre 4 y 8 y (£) menos de 3 ahogados
por accidente al ano.

. Entre las 2 y las 4 p.m, el niimero medio de

llamadas telefonicas por minuto que recibe
una centralita es 2.5. Hallar la probabilidad
de que durante un minuto concreto se pro-
duzcan: (a) 0, (B) 1, (¢) 2, (d) 3, (¢) 4 o menos
¥ (f) mas de 6 llamadas.

A DISTRIBUCION MULTINOMIAL

Se lanza un dado 6 veces. Hallar la probabi-
lidad de que: () salgan | uno, 2 doses y 3
treses y (b) que salga cada ntimero una vez,

Una caja contiene un gran nimero de fichas
rojas, blancas, azules y amarillas, en la pro-
porcién 4:3:2: |, respectivamente. Hallar la
probabilidad de que en 10 extracciones sal-
£an: (a) 4 rojas, 3 blancas, 2 azules y 1 amari-
lla y (5) 8 rojas y 2 amarillas.

Hallar la probilidad de no sacar ni 1, ni 2, ni
3 en cuatro tiradas de un dado,

STE DE DATOS MEDIANTE
RIBUCIONES TEORICAS

Ajustar una distribucion binomial a los da-
tos de la Tabla 7.9.

Tabla 7.9

X t] 1 2 3 4

F 80567 a6 10, 12

7.76.

T

7.78.

7.79.

7.80.

Determinar, usando papel grafico de pro-
babilidad, si los datos del Problema 3.59 se
pueden aproximar bien por una distribucion
normal.

Ajustar una distribucion normal a los datos
del Problema 3.59.

Ajustar una distribucion normal a los datos
del Problema 3.61.

Ajustar una distribucion de Poisson a los
datos del Problema 7.75 y comparar este
ajuste con el obtenido mediante la distribu-
cion binomial.

La Tabla 7.10 muestra el nimero de muertos
al ano por unidad, a causa de coces de los
caballos, entre 10 unidades del ejército pru-
siano en un periodo de 20 afos (1875 a
1894). Ajustar una distribucion de Poisson a
esos datos.

Tabla 7.10




CAPITULO 8

Teoria elemental del muestreo

TEORIA DEL MUESTREO

La teoria del muestreo estudia la relacion entre una poblacidn y las muestras tomadas de ella. Es de
gran utilidad en muchos campos. Por ¢jemplo, para estimar magnitudes desconocidas de una
poblacion, tales como media y varianza, llamadas a menudo parametros de la poblacion o simple-
mente parametros, a partir del conocimiento de esas magnitudes sobre muestras, que se llaman
estadisticos de la muestra o simplemente estadisticos. Los problemas de estimacion se consideran en
el Capitulo 9.

La teoria del muestreo es tambien Gtil para determinar si las diferencias observadas entre dos
muestras son debidas a variaciones fortuitas o si son realmente significativas. Tales cuestiones
aparecen, por ¢jemplo, al probar un nuevo suero como tratamiento de una enfermedad o al decidir
si un proceso de produccion es mejor que otro. Las respuestas implican el uso de los llamados
contrastes (o tests) de hipotesis y de significacion, irhportantes en la reoria de las decisiones,
considerada en el Capitulo 10.

En general, un estudio de las inferencias hechas sobre una poblacion a partir de muestras suyas,
con indicacion de la precision de tales inferencias, se llama inferencia estadistica.

MUESTRAS ALEATORIAS Y NUMEROS ALEATORIOS

Para que las conclusiones de la teoria del muestreo y de la inferencia estadistica sean validas, las
muestras deben escogerse representativas de la poblacion. El analisis de los métodos de muestreo y
problemas relacionados se llama el disefio del experimento.

Una forma de obtener una muestra representativa es mediante muestreo aleatorio, de acuerdo
con el cual, cada miembro de la poblacion tiene la misma probabilidad de ser incluido en la
muestra. Un método para lograrlo es asignarles a cada uno un nimero, escribir cada numero en
una papeleta, y realizar en una urna un sorteo justo con ellas. Un método alternativo consiste en
recurrir a una tabla de numeros aleatorios (véase Apéndice IX) especialmente construida al efecto.
Véase Problema 8.6.

MUESTREO CON Y SIN REPOSICION

Si sacamos un nimero de una urna, podemos volverlo a poner en ella o no, antes de la siguiente
extraccién. En el primer caso, ese niumero puede salir de nuevo mas veces, mientras que en ¢l

186
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indo solo puede salir cada nimero una vez. Estos dos tipos de muestreo se llaman, respectiva-
Mte, muestreo con reposicion Y muestreo sin reposicion.

Las poblaciones son finitas o infinitas. Si, por ejemplo, sacamos 10 bolas sucesivamente, sin
eposicion, de una urna que contiene 100 bolas, estamos tomando muestra en una poblacion finita;
entras que si lanzamos 50 veces una moneda y contamos el niimero de caras, estamos ante una
estra de una poblacion infinita.

Una poblacién finita en la que se efectiia muestreo con reposicion, puede considerarse infinita
ricamente, ya que se puede tomar cualquier nimero de muestras sin agotarla. Para muchos
tos practicos, una poblacion muy grande se puede considerar como si fuera infinita.

DISTRIBUCIONES DE MUESTREO

onsidercmos todas las posibles muestras de tamaio N en una poblacion dada (con o sin reposi-
on). Para cada muestra, podemos calcular un estadistico (tal como la media o la desviacion tipica)
€ variara dec muestra a muestra. De esta manera obtenemos una distribucion del estadistico que
lama su distribucion de muestreo.

S1, por ejemplo, el estadistico utilizado es la media muestral, entonces la distribucion se llama la
dgisiribucion de muestreo de medias, o distribucion de muestreo de la media. Analogamente, podria-
mos tener distribucion de muestreo de la desviacion tipica, de la varianza, de la mediana, de las
proporciones, etcétera.

- Para cada distribucion de muestreo podemos calcular la media, la desviacion tipica, etc. Asi

podremos hablar de la media y la desviacion tipica de la distribucion de muestreo de medias,
Ta.

STRIBUCION DE MUESTREO DE MEDIAS

Bpongamos que se toman todas las posibles muestras de tamafo N, sin reposicién, de una
lacion finita de tamario N, > N. Si denotamos la media y la desviacion tipica de la distribucién
ge muestreo de medias por uy y ox y las de la poblacion por u y o, respectivamente, entonces
N, — N

. g 1]
T UNNE, T ‘

fip = oy lag

Si la poblacion es infinita o si el muestreo es con reposicion, los resultados anteriores se reducen a

B S e O S e (2)

Para valores grandes de N (N > 30), la distribucién de muestreo de medias es aproximada-
ente normal con media pp y desviacion tipica oy, independientemente de la poblacion (en tanto
= cuanto la media poblacional y la varianza sean finitas y ¢l tamano de la poblacidn sea al menos
ble que el de la muestra). Este resultado para una poblacion infinita es un caso especial del

ma del limite central de teoria avanzada de probabilidades, que afirma que la precisién de la
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aproximacion mejora al crecer N. Esto se indica en ocasiones diciendo que la distribucion de
muestreo es asintoticamente normal.

En caso de que la poblacién esté normalmente distribuida, la distribucion de muestreo de
medias también lo esta, incluso para pequefios valores de N (o sea, N < 30).

DISTRIBUCION DE MUESTREO DE PROPORCIONES

Supongamos que una poblacion es infinita y que la probabilidad de ocurrencia de un suceso (su
éxito) es p, mientras la probabilidad de que no ocurra es ¢ = 1 — p. Por ejemplo, la poblacion
puede ser la de todas las posibles tiradas de una moneda, en la que la probabilidad del suceso
«cara» es p = 5. Consideremos todas las posibles muestras de tamano N de tal poblacion, y para
cada una de ellas determinemos la proporcién de éxitos P. En el caso de una moneda, P seria la
proporcion de caras en N tiradas. Obtenemos asi una distribucién de muestreo de proporciones cuya
media pup y cuya desviacion tipica op vienen dadas por

pq (1 — p)
=g AR I e §=ﬁ--N—p) (3)

que se pueden obtener de (2) poniendo y = py o = \,f’}oq. Para valores grandes de N (N = 20),
la distribucién de muestreo esta, muy aproximadamente, normalmente distribuida. Notese que la
poblacion esta binomialmente distribuida.

Las ecuaciones (3) son validas también para una poblacion finita en la que se hace muestreo
con reposicion. Para poblaciones finitas en que se haga muestreo sin reposicion, las ecuaciones (3)

quedan sustituidas por las ecuaciones (1) con p = py o = \/PC{

Notemos que (3) se deducen facilmente dividiendo la media y la desviacion tipica (Np y \/Npq}
de la distribucion binomial por N (véase Cap. 7).

DISTRIBUCION DE MUESTREO DE DIFERENCIAS Y SUMAS

Secan dadas dos poblaciones. Para cada muestra de tamafio N, de la primera, calculamos un
estadistico S;; eso da una distribucién de muestreo para §,, cuya media y desviacion tipica
denotaremos por pg; ¥ @s;. Del mismo modo, para cada muestra de tamafio N, de la segunda
poblacién, calculamos un estadistico S,; eso nos da una distribucion de muestreo para S, cuya
media y desviacion tipica denotaremos por g, ¥ 0s,. De todas las posibles combinaciones de estas
muestras de las dos poblaciones podemos obtener una distribucion de las diferencias, S; — S,
que se llama distribucion de muestreo de las diferencias de los estadisticos. La media y la desviacion
tipica de esta distribucion de muestreo, denotadas respectivamente por py; —s; ¥ Osi—sz> ViEnen
dadas por

- 3 ] 2
Ms1-s2 = Hs1 — Hs2 ¥ Os1-52 = \f/f-’m + 053 (4)

supuesto que las muestras escogidas no dependan en absoluto una de otra (o sea, que scan
independientes).
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Si S S, son las medias muestrales de ambas poblaciones, cuyas medias denotaremos por
D1 Y I3 p yas P

&, y X,, respectivamente, entonces la distribucion de muestreo de las diferencias de medias viene
a para poblaciones infinitas con medias y desviaciones tipicas (4,, o,) ¥ (12, 0,), respectivamente

= T s = \/Uf o3

Hoi—p = Hyit — Mo = I — I y Ixi—n = /0% + Opn = TR
1 2

sando las ecuaciones (2). El resultado es vilido también para poblaciones finitas si ¢l muestreo
= con reposicion. Analogos resultados pueden alcanzarse para poblaciones finitas en que el
puestreo sea sin reposicion, usando (1).

Resultados correspondientes se¢ pueden obtener para las distribuciones de muestreo de diferen-
s de proporciones de dos poblaciones binomialmente distribuidas con parametros (p,, g,) y
g,), respectivamente. En este caso, S; y S, corresponden a la proporcion de éxitos P, y P, y
S ecuaciones (4) llevan a

s s Pl
Hpr—p2 = Hpy — fpp = P11 — P2 y Opi—ps = /0p1 + OBy = ﬁl + ;zvz (6)
1 2

¥, y N, son grandes (N, N, = 30), la distribucion de muestreo de diferencias de medias o
rciones estan casi normalmente distribuidas.

veces es util hablar de la distribucion de muestreo de.la suma de estadisticos. La media y la
sviacion tipica de tal distribucion son

Hsi+s2 = Msy T+ Hsz y g1 452 = \/5331 + 0% (7)

puesto que las muestras sean independientes.

RRORES TIPICOS )

desviacion tipica de una distribucion de muestreo de un estadistico se suele llamar su error

. La Tabla 8.1 presenta errores tipicos de distribucion de muestreo para varios estadisticos

© las condiciones de muestreo aleatorio de una poblacion infinita (o muy grande) o de muestreo

posicion de una finita. También recoge observaciones particulares que garantizan la validez

os resultados y otras notas pertinentes.

cantidades 4, g, p, jt, y X, 5, P, m, denotan, respectivamente, las medias de la poblacién y de

ra, las desviaciones tipicas, proporciones y r-ésimos momentos respecto de la media.

¥ que hacer notar que si ¢l tamafio de la muestra es lo bastante grande, las distribuciones

estreo son normales o casi normales. Por ello, los métodos se conocen como métodos de

es muestras. Cuando N < 30, las muestras se llaman pequenas. La teoria de peguesias

ras o teoria exacta del muestreo, como se le llama a veces, se trata en ¢l Capitulo 11.

gando los parametros de la poblacion, tales como o, p o g, son desconocidos, pueden
ados con precision por sus correspondientes estadisticos muestrales, a saber, s (0 sea

= /NN — 1)s), P y i, si las muestras son suficientemente grandes.
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Tabla 8.1, Errores tipicos para algunas distribuciones de muestreo
Dasthusion En.-m- Observaciones
de muestreo tipico
Esto es cierto para muestras grandes y pequenas.
Medias op= S La distribucion muestral de medias es casi normal
\/}\_T para N = 30, incluso cuando la poblacion no es
normal.
tr=p, la media de la poblacion, en todos los
casos.
La nota precedente para las medias se aplica aqui
el —p) —PJ Pq también.

Proporciones

Up = p en todos los casos.

Desviaciones
tipicas

Para N =
casi normal.

a, viene dada por (1) sélo si la poblacion es nor-
mal (o aproximadamente normal). Si la poblacién
no es normal, se puede usar (2).

Notese que (2) se reduce a (1) cuando u, = ¢y
ts = 3o*, lo cual es cierto para poblaciones nor-
males.

Para N =

100, 1a distribucion muestral de s as

100, u, = @ muy aproximadamente.

Medianas

a, a

_[n 12533
med — 2};\{ == \/ﬁ

Para N = 30, la distribuciéon de muestreo de la
mediana es muy aproximadamente normal. El re-
sultado dado es valido s6lo si la poblacién es nor-
mal (o casi normal).

Homed = H

Los comentarios hechos para las medianas se

Pimer § tercer . 136260 aplican aqui tambié_nl. _
o Tp1 = 0g3 _T _Ho1 Y Hgs son casi 1guales al primer y tercer cuar-
Y tiles de la poblacion.
Notese que op; = 000
1.7094¢
Op1 =0pg = :
JN
1.42880 D licabl ‘1 b ;
7 Gpy =0Opg=——— e nuevo son aplicables aqui las observaciones
Deciles JN hechas en el caso de las medianas.
131806 Kp1s Hpa, - SON casi iguales al primer, segundo, ...
Op3=0p =—o deciles de la poblacion.
VN Notese que ops = Opeg
1.2680¢

Ops = Opg =
NG
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Tabla 8.1. (Continuacion)
Distritiusion ’?"F"r Observaciones
de muestreo tipico
PAHESE 0.7867 ¢« Las observaciones hechas acerca de las medianas
'Fiintercuartiles g = — se aplican de nuevo aqui.
S \/ N Jtg €s casi igual al rango semi-intercuartil de la
poblacion. :
3 Las observaciones hechas sobre la desviacion ti-
(1) o =02 [— pica son aplicables también aqui. Hagamos notar
Varianzas N que (2) da (1) en cl caso de poblaciones normales.
e 33 2
3 tis: = (N — 1)/N, que es casi igual a ¢ para N
Q) o= [t grandes.

Coeficientes de
varianza

Aqui v = afu es el coeficiente de variacion de la
poblacion. El resultado dado es valido para pobla-

e /14 202
! N Y ciones normales (o casi normales) y N = 100.

DISTRIBUCION DE MUESTREO DE MEDIAS

8.1. Una poblacion consta de los nimeros 2, 3. 6. 8 y 11. Consideremos todas las posibles muestras de
tamafio 2 que pueden tomarse con reposicion de esa poblacién. Hallar («) la media de la poblacion,
(h) la desviacion tipica de la poblacion, (¢) la media de la distribucion de muestreo de medias y
(d) la desviacion tipica de la distribucion de muestreo de medias (o sea, el error tipico de medias).

Solucion
24+34+6+8+11 30
(@) “:;ij%;_i_=?=ag
2 §)? — B} — 52 B2 52 449
) azz{u 6 +(3—6)°+(6—6+(B—6)"+(11—6) =16+9_+0+ + 5=10A8
5 5
yo = 329

(¢) Hay 5(5) = 25 muestras de tamanio 2 que se pueden tomar, con reposicion de la poblacion
(porque cualquiera de los 5 niimeros de la primera extraccion puede asociarse con uno cualquiera
de la segunda). Y son

2.2 (23 26 (28 (1)

G2 EwiYes T ay G

6,2 (6,3 (6,6 (68 (6 11)

E (8, 2) (8, 3) (8, 6) (8, 8) (8, 11)
(11,2)  (11,3) (11,6) (11,8 (11, 11)
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Las correspondientes medias muestrales son

20 2.5 40 5.0 6.5
25 30 45 55 7.0
40 45 6.0 7.0 8.5 (8)
50 5.5 7.0 80 9.5
6.5 7.0 8.5 9.5 1.0

y la media de la distribucion de muestreo de medias es

suma de todas las medias muestrales en (8) 150
fry e s - —=?—5=6.0

ilustrando el hecho de que py = p.

() La varianza o% de la distribucion de muestreo de medias se obtiene restando la media 6 de cada
nimero en (8), elevando al cuadrado ¢l resultado, sumando los 25 nimeros asi obtenidos y
dividiendo por 25. El resultado final es o3 = 135/25 = 540, y por tanto ¢y = /540 = 232,
Ello ilustra el que para poblaciones finitas y muestreo con reposicion (o para poblaciones infinitas),
a% = ¢?/N porque ¢l lado derecho es 10.8/2 = 5.40, que coincide con ¢l anterior valor.

8.2. Resolver el Problema 8.1 para el caso de muestreo sin reposicion.

Solucion
Como en las partes (@) y () del Problema 8.1, p = 6 y ¢ = 3.29. T o

(¢) #Hay (3) muestras de tamafio 2 que se pueden elegir sin reposicion (eso significa que sacamos un
namero y luego otro distinto del anterior) de la poblacion: (2, 3), (2, 6), (2, 8), (2, 11), (3, 6), (3, 8§),
(3, 11), (6, 8), (6, 11) y (8, 11). La seleccion (2, 3), por gjemplo, se considera la misma que la (3, 2).
Las correspondientes medias de la muestra son 2.5, 4.0, 5.0, 6.5, 4.5, 5.5, 7.0, 70, 85y 9.5, y la ‘
media de la distribucion de muestreo de medias es

_25+40+50+65+45+55+70+70+85+95

i = 6.0
Uy 10
ilustrando el hecho de que uy = pu. <
(d) La varianza de la distribucion de muestreo de medias es ‘]

(2 5 —6.0) + (40 — 6.0)2 + (5.0 — 6.0 + s (05— 6.0)*
10

g G N i
e [ b
NAN —1

2

= 4.05

9
><|

y gy = 2.01. Esto tlustra que

ya que ¢l lado derecho es igual a

como se habia obtenido antes.
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83. Las alturas de 3000 estudiantes varones de una Universidad estan normalmente distribuidas con media
68.0 in y desviacion tipica 3.0 in. Si se toman 80 muestras de 25 estudiantes cada una, jcudles scran la
media y la desviacion tipica esperadas de la resultante distribucién de muestreo de medias, si el
muestreo se hizo (@) y con (b) sin reposicion?

Solucion

El nimero de muestras de tamafo 25 que podrian elegirse de un grupo de 3000 estudiantes con
Y sin reposicion son (3000)%° y (°32°). que son mucho mayores que 80. Por tanto no obtenemos una
verdadera distribucion de muestreo de medias, sino solo una distribucion de muestreo experimental.
No obstante, como el nimero de muestras es grande, debiera haber buen acuerdo entre ambas distri-
buciones de muestreo. Asi que la media y la desviacion tipica esperadas dcben estar proximas a las
de la distribucion teérica. Por tanto, tenemos

3 j
(a) iy = = 680 1In ¥ op = U_ = — = {61
V'IN \/ﬁ

5 i ; o \/’N,, — N 3 {3000 — 25
/ gy = 68.0 in y 0y = —— (£ ==l
= e JNNN, =1 /5543000 ~ 1

que es solo muy ligeramente menor que 0.6 in ¥y puede ser considerada, a todos los efectos
practicos, la misma que en muestreo con reposicion. i

Asi pues, esperariamos que la distribucion de muestreo experimental de medias esté casi
normalmente distribuida con media 68.0 in y desviacién tipica 0.6 in.

84. (En cuantas muestras del Problema 8.3 esperarfamos encontrar una media (q) entre 66.8 v 68.3 in
y (b) menor que 66.4 in?

Solucion

La media X de una muestra en unidades estandar viene dada aqui por

X —ur X —680

oy 0.6
66.8 — 68.0
(a) 66.8 en unidades cstandar = = = =20
68.3 — 68.0
68.3 en unidades estandar = — i 0.5
Como muestra la Figura 8.1(a),
Proporcion de muestras con medias entre 66.8 y 68.3 in =
= (area bajo la curva normal entre - = —2.0 Yz = 0.5)
= (areaentre z = —2y=- = 0) + (areaentrez = 0y z = 0.5)

= 04772 4 0.1915 = 0.6687
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Asi pues, el nimero esperado de muestras es (80)(0.6687) = 53.496, o 53

—= 26T
(a) (&)
Figura 8.1.
) X : 66.4 — 68.0
(b) 66.4 in en unidades estandar = P —2.67
Como muestra la Figura 8.1(h),
Proporcidon de muestras con media menor que 664 in =
= (area bajo la curva normal a la izquierda de z = —2.67)
= (area a la izquierda de z = 0) — (drea entre z = =267 yz = 0)

= 0.5 — 04962 = 0.0038
Luego el nimero esperado de muestras es (80)(0.0038) = 0.304, o cero.
8.5, 500 bolas de cojinete tienen un peso medio de 5.02 gramos (g) y una desviacion tipica de 0.30 g. Hallar

la probabilidad de que una muestra al azar de 100 bolas de ese conjunto tengan un peso total (a) entre
496 y 500 g y (b) mas de 510 g.

Solucién

Para la distribucion de muestreo de medias, uy = 4 = 502 g, y

=N 0.30 /500 — 100

AR i . _
FUOUNNYN, -1 /io0V 500 — 1

(@) EIl peso total estaria entre 496 y 500 g si el peso medio de las 100 bolas esta entre 4.96 y 5.00 g.

= 0027g

496 — 502
4.96 idad tandar = ——————— = —2.22
en unidades estandar 0007
5.00 — 5.02
5.00 idad tandar = —— = —0.74
en unidades estandar 0007

‘Como muestra la Figura 8.2(a),
Probabilidad pedida = (irea entre z= —222y z= —0.74)
=(area entre z= —2.22 y z=0)— (area entre z= —0.74 y z=0)
=0.4868 —0.2704 = 0.2164
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=2.22 - 074

Figura 8.2.
El peso total excecera de 510 g si el peso medio de las 100 bolas excede de 5.10 g.

510 — 5.02

5.10 idades estandar = —— = 296
en unidades estandar 600

Como ensefia la Figura 8.2(h),

Probabilidad pedida = (area a la derecha de z = 2.96)
=(area a la derecha de z=0)— (arca entre z=0y z=2.96)

=0.5—04985=0.0015
Luego sélo hay 3 oportunidades en 2000 de tomar una muestra de 100 bolas que supere los 510 g.

Indicar como se seleccionarian al azar 30 muestras de 4 estudiantes cada una (con reposicion) de
la Tabla 2.1, usando numeros aleatorios.

Hallar la media y la desviacion tipica de la distribucion de muestreo de medias en la parte (a).
Comparar los resultados de (b) con los valores teoricos, explicando cualquier discrepancia,

Solucion

(a)

Usamos dos digitos para numerar a los 100 estudiantes: 00, 01, 02, ..., 99 (véase Tabla 8.2). Asi
pues, los 5 estudiantes con pesos 60-62 in estan numerados 00-04, los 18 con pesos 63-65 con
05-22, etc. Cada nGmero de estudiante es un nimero de muestreo.

Ahora sacamos nimeros de muestreo de la tabla de niimeros aleatorios (Apéndice IX). En la
primera linea vemos 51, 77, 27, 46, 40, etc., que tomamos como niimeros aleatorios de muestreo,
cada uno de los cuales da la altura de un estudiante particular. Asi, 51 corresponde a un estudiante
de 66-68 in, que tomamos como 67 in (la marca de clase). Analogamente, 77, 27 y 46 dan alturas
70, 67 y 67 respectivamente.

Por este proceso se obtiene la Tabla 8.3, que recoge los niimeros de muestreo extraidos, las
alturas correspondientes y la altura media para cada una de las 30 muestras. Debemos mencionar
que aunque hemos entrado en la tabla de niimeros aleatorios por su primera fila, se podia haber
entrado de cualquier otra forma.

Tabla 8.2
Altura (in) Frecuencia Numero de muestreo
60-62 5 00-04
63-65 18 05-22
66-68 42 23-64
69-71 27 65-91
72-74 8 92-99
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Tabla 8.3

Numeros aparecidos Altura Altura | Numeros aparecidos Altura Altura
en la muestra correspondiente| media en la muestra correspondiente| media
1. 51,77, 27,46 | 67,70, 67, 67 67.75 16. 11,64, 55 58 | 64, 67, 67, 67 66.25
2. 40,42, 33,12 | 67,67, 67, 64 66.25 17. 70, 56, 97,43 | 70, 67, 73, 67 69.25
3. 90,44, 46, 62 | 70, 67, 67, 67 67.75 18. 74,28, 93,30 | 70, 67,73, 67 69.25
4. 16, 28,98.93 | 64,67, 73, 73 69.25 19. 79,42, 71,30 | 70, 67,70, 67 68.50
5. 38, 20,41,86 | 67,64,67, 70 67.00 20. 58, 60,21, 33 | 67, 67, 64, 67 66.25
6. 19,64, 08 70 | 64, 67, 64, 70 66.25 21. 75, 79,74, 54 | 70,70, 70, 67 69.25
7. 56, 24,03, 32 | 67,67, 61, 67 65.50 22. 06, 31, 04, 18 | 64, 67, 61, 64 64.00
8. 34,91 83,58 | 67. 70, 70, 67 68.50 23. 67,07, 12,97 | 70, 64, 64, 73 67.75
9. 70, 65, 68, 21 70, 70, 70, 64 68.50 24. 31,71, 69,88 | 67,70, 70. 70 69.25
10. 96,02, 13, 87 | 73, 61, 64, 70 67.00 25. 11,64,21,87 | 64, 67,64, 70 66.25
11. 76, 10,51, 08 | 70, 64, 67, 64 66.25 26. 03, 58, 57,93 | 61, 67,67, 73 67.00
12. 63,97,45,39 | 67,73, 67, 67 68.50 27. 53, 81,93, 88 | 67, 70,73, 70 70.00
13. 05, 81,45,93 | 64, 70, 67, 73 68.50 28. 23,22,96,79 | 67,64, 73,70 68.50
14. 96,01, 73, 52 | 73, 61,70, 67 67.75 29. 98, 56, 59,36 | 73,67, 67, 67 68.50
15. 07, 82, 54, 24 | 64, 70, 67, 67 67.00 30. 08, 15 08,84 | 64, 64, 64, 70 65.50

(p) La Tabla 8.4 da la distribucién de frecuencias de las alturas medias de las muestras en la parte
(a). Eso es una distribucion de muestreo de medias. La media y la desviacion tipica se obtienen
como de costumbre por métodos de compilacion (Caps. 3 y 4):

] 1 0.75)(23
Media =4 +ciu=A + p Zf“ = 67.00 + {-'- )(23) = 67.58 in
N 30
N fu? i\2 123 [23\2
Desviacién tipica = e /#? — #* = ¢ i - Z—E =075 | - (=) =14l
N N 30 30
Tabla 8.4
Media muestral Recuento f u fu fu?
64.00 / 1 —4 —4 16
64.75 0 -3 0 0
65.50 /f 2 =8 g g
66.25 S 6 —1 —6 6
A—67.00 i 4 0 0 0
67.75 i 4 | 4 4
68.50 W 7 2 14 28
69.25 [N 5 3 15 45
70.00 / 1 4 4 16
Y f=N=30 Y fu=23| ¥ =123

" (¢) La media teorica de la distribucién de muestreo de medias, dada por ug, debiera ser igual a la

media x de la poblacién, que es 67.45 in (véase Prob. 3.22), de acuerdo con el valor 67.58 in de
la parte ().
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La desviacién tipica tedrica (error tipico) de la distribucion de muestreo de medias, dada por
oy, debiera ser igual a o/\/N, donde la desviacién tipica de la poblacion ¢ = 2.92 in (véase

Prob. 4.17) y ¢l tamafio de la muestra N = 4. Como Jf\/ﬁ = 2.92,’\/-'-_1 = 1.46 in, hay acuerdo
con el valor 1.41 in de la parte (b). Las discrepancias se deben a que solo habia 30 muestras y el
tamafio de la muestra era pequeno.

DISTRIBUCION DE MUESTREO DE PROPORCIONES

8.7. Hallar la probabilidad de que en 120 lanzamientos de una moneda () entre el 40% y 60% sean caras y
(b) 3 0 mas sean caras.

Solucion

Primer método

Consideremos los 120 lanzamientos como una muestra de la poblacion infinita de todos los posibles
lanzamientos de la moneda. En esa poblacion, la probabilidad de cara es p = iy la de cruz es
g=1-p=+t
(a) Se pide la probabilidad de que el nlimero de caras en 120 lanzamientos esté entre (40% de 120) = 48

y (60% de 120) = 72. Procederemos como en el Capitulo 7, usando la aproximacion normal a la
distribuciéon binomial. Puesto que el niimero de caras es una variable discreta, nos preguntamos
por la probabilidad de que el nimero de caras est¢ entre 47.5 y 72.5.

p=nameros esperados de caras=Np=120(3)=60 y o= \/Fpg =/ 20){%)(—5—'} =548

47.5—6
47.5 en unidades estandar ='760= —2.28
5.48
72.5—60
72.5 en unidades estandar = 2—5548_ =228

Como indica la Figura 8.3,

Probabilidad pedida = (area bajo la curva normal entre z= —228 y z= 2.28)
—2(area entre z=0 y z=228)
= 2(0.4887)=0.9774

-2.28 1.18

Segundo método

1341
1050 op= [Pl- (DD _ 4045
He =Rz PN 120
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0.40 —0.50
DD 1 3 - — —————— T — %
40% en unidades estandar 00458 2.19
0.60 —0.50
ou 1 3 T — §
60% en unidades estandar 0.0456 2.19

Probabilidad pedida = (area bajo la curva normal entre z= —21.9 y z=219)
=2(0.4857)=0.9714

Aunque este resultado es correcto en dos cifras significativas, no coincide exactamente ya que no
hemos hecho uso de que la proporcién es en realidad una variable discreta. Para tenerlo en
cuenta, restamos 1/2N = 1/2(120) de 0.40 y sumamos 1/2N = 1/2(120) a 0.60; asi pues, como
1/240 = 0.00417, las proporciones pedidas en unidades estandar son

0.40 — 0.00417 — 0.50 0.60 + 0.00417 — 0.50
0.0456 e 0.0456 =

logrando ya el acuerdo con el primer método.

Notese que (0.40 — 0.00417) y (0.60 + 0.00417) corresponde a las proporciones 47.5/120 y
72.5/120 en el primer método.
Usando el segundo método de la parte (a), vemos que como 3 = 0.6250,

0.6250 — 0.00417 — 0.50

0.6250 — 0.00417 i ta = =2,
( 0—-20 )'en unidades estandar 00456 2.65
Probabilidad requerida = (area bajo la curva normal a la derecha de z = 2.65)
= (drea a la derecha de z = 0) — (dreaentre z = 0y z = 2.65)

0.5 — 0.4%60 = 0.0040

8.8, Cada persona de un grupo de 500 lanza una moneda 120 veces. ;Cudntas personas se espera que
(a) saquen entre 40% y 60% de caras y (b) 3 de sus lanzamientos o mas de caras?

8.9.

Solucitén

Este problema estd muy relacionado con el Problema 8.7. Aqui consideramos 500 muestras de

tamafio 120 cada una de una poblacidn infinita (todos los posibles lanzamientos de la moneda).

(a)

it

La parte (a) del Problema 8.7 establece que de todas las posibles muestras, consistentes cada una
en 120 lanzamientos, podemos esperar un 97.74% con un porcentaje de caras entre 40% y 60%.
Luego en 500 muestras cabe esperar unas (97.74% de 500) = 489 muestras con esa propiedad.
Por tanto, unas 489 personas veran aparecer entre un 40% y un 60% de caras.

Es interesante notar que 500 — 489 = 11 personas se espera que den porcentajes de caras que
no caen entre 40% y 60%. Tales personas pueden razonablemente concluir que sus monedas
estaban trucadas, aunque fueran buenas. Este tipo de error es un riesgo omnipresente al tratar
con probabilidades.

Argumentando como en (a), deducimos que unas (500)(0.0040) = 2 personas verian salir § o mas
de sus lanzamientos con cara.

Se ha encontrado que el 2% de las piezas fabricadas en una cierta maquina son defectuosas. ;Cuadl es
la probabilidad de que en un envio de 400 piezas (a) el 3% o mas y (b) el 2% o menos, sean defectuosas?



8.10.

TEORIA ELEMENTAL DEL MUESTREO 199

= A _[pqg  [(0.02)(098) 0.14
Upi=ip = D2 y Op = i 200 Y e 0.007

(@) Primer método

Solucién

Usando la correccién por variables discretas, /2N = 1/800 = 0.00125, tenemos

= ¥
(0.03 — 0.00125) en unidades estandar = 003 Oé)g(l);S 02 = 1.25

Probabilidad requerida = (area bajo la curva normal a la derecha de z = 1.25) = 0.1056

Sin correccion se hubiera llegado al valor 0.0764.

Otro métado

(3% de 400) = 12 piezas defectuosas. Sobre base continua, 12 o mas significa 11.5 o mas.

X = (2% de 400) = 8 y g = /Npg = /(400)(0.02)(0.98) =
Entonces, 11.5 en unidades estandar = (11.5 — 8)/2.8 = 1.25, y como antes la probabilidad pedida

es 0.1056.
0.02 + 000125 — 0.02
() (0.02 + 0.00125) en unidades estindar = ——— et — 018

Probabilidad requerida = (area bajo la curva normal a la izquierda de z = 0.18)

= 0.5000 + 0.0714 = 0.5714

Sin correccion se obtendria 0.5000. El segundo método de la parte {¢) también es aplicable.

En unas elecciones uno de los candidatos obtuvo el 46% de los votos. Hallar la probabilidad de qu
en un muestreo de (a) 200 y (5) 1000 votantes elegidos al azar saliera mayoria a su favor.

Soluci6n

i g [046)(054)
(@) Up = p = 046 y B o & o i 0.0352

Como 1/2N = 1/400 = 0.0025, la muestra daria una mayoria si la proporcion en favor de tal
candidato fuese 0.50 + 0.0025 = 0.5025 o mas. (Esta proporcion se puede obtener también
recordando que 101 o mas es mayoria, pero como variable continua eso es 100.5, y por tanto la
proporcion es 100.5/200 = 0.5025.)

0.5025 — 046
0.5025 idad tandar = —————— = 1.21
en unidades estandar 0035

Probabilidad requerida = (area bajo la curva normal a la derecha-de z = 1.21)
0.5000 — 0.3869 = 0.1131
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e e [ o058
(b) up = p = 046 y ap = \/T; = 00 0.0158
0.5025 — 046

—— = 2.69

5025 idades andar = — ——
0.5025 en unidades estandar 00158

Probabilidad requerida = (area bajo la curva normal a la derecha de z = 2.69)

= (.5000 — 0.4964 = 0.0036

DISTRIBUCION DE MUESTREO DE DIFERENCIAS Y SUMAS

8.11. Sea U, una variable que recorre los elementos de la poblacién 3, 7, 8 y U, una variable que recorre
los de la poblacién 2, 4. Calcular (@) gy (b) Hyas () i vz (D) Gyps () 0pz ¥ () Gui—ua

Solucion
(a) py, = media de la poblacion U; = 53 + 7 + 8) = 6.

(h) uy» = media de la poblacion U, = 2+ 4) =3 :
(¢) La poblacién consistente de las diferencias de cualquier elemento de U, y cualquiera de U,, cs

3 —2 7-2 8 — - 1 5 6
o
3—4 7 —4 8 —4 -1 3 4
1 l+5+6+(-H+3+4
Luego Ui = medinde (U, — Uy) = — 6( ) i N 3
Eso ilustra el resultado general py, g2 = Hyy — Hpa, COMO S€ VE de las partes (a) y (b).
; 3 — 6) 7—67F +(8 —67> 14
(d) ¢%, = varianza de la poblacion U, = { il ( 3 ) B T
. 14
es decir gy = [
3
2 — 3P +(4—3)7
(e) @, = varianza de la poblacion U, = ( ) 2#—] =1 ‘Disea. oy = 1
() 6%, _y, = varianza de la poblacién (U; — Us)
i 3P+ (5=3F+ (6 -3+ (-1 -+ B3 -3P+0@d-3 U
ik 6 T A

es decir

17
Oy -2 = 3

Esto ilustra el resultado general, 6y, 3 = \/Uﬁ.l + a para muestras independientes, como se
ve de las partes (d) ¥ (e).
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Las lamparas de un fabricante 4 tienen vida media de 1400 horas (h) con desviacion tipica de 200 h,
mientras que las de otro fabricante B tienen vida media de 1200 h con desviacion tipica de 100 h.
Si sc toma una muestra de 125 lamparas de cada clase, jcual es la probabilidad de que las de 4 tengan
una vida media que sea al menos (a) de 160 h ¥ (h) 250 h, mas que las de B?

~ Solucién

Denotemos por X, v X, las vidas medias de las muestras 4 ¥ B, respectivamente. Entonces

My, -y, = Hy, — 1y, = 1400 — 1200 = 200 h

6t G (1002 (200)%
g, = [ Fao i 4T g
3 Reb =N, TR, s T =D

La variable tipificada para la diferencia en medias es

(X4 — Xp) — (ur,-x,) _ (X — Xy — 200

G-‘?.l g '?ﬂ' 20

Y esta casi normalmente distribuida.

(@) La diferencia 160 h en unidades estandar cs (160 — 200)/20 = —2. Luego

Probabilidad requerida = (area bajo la curva normal a la derecha de - = -2)

0.5000 + 04772 = 0.9772

(b) La diferencia 250 h en unidades estandar es (250 — 200)/20 = 2.50.. Por tanto

Probabilidad requerida = (irea bajo la curva normal a la derccha de = — 2.30)

0.5000 — 0.4938 = 0.0062.

Las bolas de rodamientos de cierto fabricante pesan 0.50 g de mediy, con desviacion tipica de 0,02 2.
¢Cual es la probabilidad de que dos lotes de 1000 bolas cada uno difieran en peso en mas de 2 g?

Solucién

Sean X, y X, los pesos medios de las bolas de ambos lotes. Entonces

Hr, %, = dg, — pg, = 050 — 050 = 0

2 S (TR (17 S
W, N 1000 ~ 1000

La variable tipificada para la diferencia en medias es

(X, = %) -0
0.000895

¥ es casi normalmente distribuida.
Una diferencia de 2 g én los lotes equivale a una diferencia de 2/1000 = 0.002 g en las medias.
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8.14.

8.15.

8.16.

ESTADISTICA

Esto puede suceder si X; — X, > 0002 0 X, — ¥, < —0.002; esto es

0002 — 0 0002 — 0
=397 B i O )
R2d) <@ 0.00895 A

L3P
0.000895

Entonces Pr{iz=223 0z < —223) =Pr{z = 223} + Pr{z< —2.23} = 2(0.5000 — 0.4871) = 0.0258.

A y B juegan a «cara 0 CTuz» tirando 50 monedas. 4 ganara el juego si consigue 5 o mas caras que
B; de lo contrario, es B quien gana. Determinar las apuestas en contra de que A gane un juego.

Solucion

Sean P, y Py las proporciones de caras logradas por 4 y B. Si suponemos que las monedas son
buenas, como siempre, la probabilidad de cara s p = 1 Asi que

Mp —p, = Hp, — Hp, = 0

pIesTes
Op—py = /OB, T op, = ,'if—q + BNE = ,J%](I}(—Z} = 0.10
A B

La variable tipificada para la diferencia en proporciones es z = (Py — P — 0)/0.10.

Sobre una base continua, 5 0 mas quiere decir 4.5 0 mas, de modo que la diferencia en proporciones
deberia ser 4.5/50 = 0.09 o mas; esto es, z mayor 0 igual que (0.09 — 0)/0.10 = 0.9 (0 sea z = 0.9).
La probabilidad de esto es ¢l 4rea bajo la curva normal a la derecha de z = 09, que es (0.5000 — 0.3159) =
= 0.1841.

Por tanto, las apuestas contra A estan (1 — 0.1841):0.1841 = 0.8159:0.1841, o sca 443 a 1.

Dos distancias se han medido como 27.3 cm ¥y 15.6 cm con desviacion tipica (error tipico) de 0.16 cm
y 0.08 cm, respectivamente. Hallar la media y la desviacion tipica de (a) la suma y (b) la diferencia, de
esas distancias.

Solucidn
Si denotamos las distancias por D; y D, entonces:

(a) Uprepz = Hpr t Hpz = 273 + 156 = 429 cm
Gprips = /051 + Ob2 = J/(0.16)> + (0.08)* = 0.18 cm

(b) Upi-p2 = Hp1 — Hp2 = 273 — 156 = 1.7 cm

Opi-ps = /01 + 0o = /016 + (0.08)* = 0.18 cm

Un cierto tipo de lamparas tiene una vida media de 1500 h y una desviacion tipica de 150 h. Se
conectan tres de ellas de manera que en cuanto una falle se encendera otra. Suponiendo que las vidas
medias estan normalmente distribuidas, jcual es la probabilidad de que den luz durante (a) al menos
500 h y () a lo sumo 4200 h?




TEORIA ELEMENTAL DEL MUESTREOD

Solucién

Supongamos que las vidas medias sean L,, L, y L,. Entonces
Mrivpzeps = Mo + Py + ppa = 1500 + 1500 + 1500 = 4500 h
Ori+r24L3 = \/UEI + 0fy + 6f; = \/3(150]2 = 260 h

5 em
(@) 5000 h en unidades estandar = w = 1.92

Probabilidad pedida = (4rea bajo 1a ¢urva normal a la derecha de z = 1.92)
0.5000 — 0.4726 = 0.0274

4200 — 4500
00— 4500 . s

260
(area bajo la curva normal a la izquierda de z = —1.15)
0.5000 — 0.3749 = 0.1251

(b) 4200 h en unidades estandar =

Probabilidad pedida

PROBLEMAS DIVERSOS

203

8.17. Con referencia al Problema 8.1, hallar (a) la media de la distribucion de muestreo de varianzas y (b)
la desviacion tipica de la distribucién de muestreo de varianza (o sea, el error tipico de varianzas).

Solucion

(a) Las varianzas muestrales correspondientes a cada una de las 25 muestras del Problema 8.1 son

0 0.25 4.00 9.00 20.25
0.25 0 2.25 6.25 16.00
4.00 225 0 1.00 6.25

© 9.00 6.25 1.00 0 2.25
20.25 16.00 6.25 2.25 0

La media de la distribucion de muestreo de varianzas es

suma de todas las varianzas en la tabla anterior ] 135 _ 540

e = 25 25

Eso pone de relieve el hecho de que u: = (N — 1)(e?)/N, ya que para N = 2 y g2
[véase Prob. 8.1(h)], el lado derecho es 4(10.8) = 5.4.

10.8

El resultado dice que es deseable definir una varianza corregida para las muestras como

Se seguiria entonces que u;z = o2, Debemos hacer constar que las varianzas de la poblacién se

definirian igual que antes y que solo las varianzas muestrales serian corregidas.

() La varianza de la distribucion de muestreo de varianzas a2 se obtiene restando la media 5.40 de
cada uno de los 25 nimeros en la tabla anterior, elevando al cuadrado, sumandolos y dividiendo

el resultado por 25. Asi pues g% = 575.75/25 = 23.03, 0 sea 0, = 4.80.
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8.18.

8.19.

8.20.

Rehacer el Problema 8.17 sin reposicion.

Solucion

(@) Hay 10 muestras cuyas varianzas vienen dadas por los nimeros de encima (o debajo) de la
diagonal de la tabla del Problema 8.17(«). Luego

0.25 +4.004+ 9.00+ 20.25 + 2.25 4+ 6.25 + 16.00 + 1.00 + 6.25 + 2.25
10

=675

He =

Esto es un caso especial del resultado general

W Yo
b NNl o )

como se comprueba poniendo N, = 5. N = 2y ¢* = 10.8 en ¢l lado derecho para llegar a que
#e = (3)(108) = 6.75.

(b) Restando 6.75 de cada uno de los 10 nimeros sobre la diagonal de ceros de la tabla del Pro-
blema 8.17(a), clevando al cuadrado, sumando los resultados y dividiendo por 10, se ve que
6% = 39.675, 0 sea o, = 6.30.

La desviacién tipica de los pesos de una poblacién muy numerosa de estudiantes es 10.0 Ib. Se toman
muestras de 200 estudiantes de dicha poblacién y se calculan sus desviaciones tipicas en altura. Hallar
(¢) la media y (b) la desviacion tipica de la distribucion de muestreo de desviacion tipicas.

Solucion
Podemos considerar que el muestreo es o bien de una poblacién infinita o de una finita con
reposicion. De la Tabla 8.1 se tiene:

(@) La media de la distribucion de muestreo de desviacion tipicas es g, = o = 10.0 lb.
(b) La desviacion tipica de la distribucién de muestreo de desviaciones tipicas es o, = o/\/2N =
= 10;’\/"400 = 0.50 Ib.

:Qué porcentaje de las muestras del Problema 8.19 tendrian desviacion tipicas (a) mayores que 11.0 1b
v (b) menores que 8.8 Ib?

Soluciéon

La distribucién de muestreo de desviacion tipicas estda casi normalmente distribuida con media
10.0 1b y desviacion tipica 0.50 lb.

(@) 11.10 Ib en unidades estindar es (11.0 — 10.0)/0.50 = 2.0. El area bajo la curva normal a la
derecha de z = 2.0 es (0.5 — 0.4772) = 0.0228; por tanto el porcentaje pedido es 2.3%.

(b) 8.8 Ib en unidades estandar es (8.8 — 10.0)/0.50 = —2.4. El area bajo la curva normal a la
izquierda de z = —2.4 es (0.5 — 0.4918) = 0.0082; luego el requerido porcentaje es 0.8%.




TRIBUCION DE MUESTREO

DE MEDIAS

Una poblacion consiste en los nimeros 3, 7,
11 y 15. Consideremos todas las posibles
muestras de tamafio 2 que se pueden tomar
de esa poblacion con reposicion. Hallar (a)
la media de la poblacion, (#) la desviacion
tipica de la poblacion, (¢) la media de la
distribucién de muestreo de medias y (d)
la desviacion tipica de la distribucién de
muestreo de medias. Verificar las partes (¢}'y
(d) directamente de (a) y (b) usando formulas
adecuadas.

Resolver el Problema 8.21 si el muestreo se
hace con reposicion.

Las masas de 1500 bolas de rodamientos
estan normalmente distribuidas, con media
2240 g y desviacion tipica 0.048 g. Si sc
toman 300 muestras aleatorias de tamano 36
en esa poblacion, determinar la media espe-
rada y la desviacion tipica esperada de la
distribucion de muestreo de medias, si el
muestreo se hace (a) con, y (b) sin reposicion.

Resolver &l Problema 823 si la poblacion
consiste en 72 bolas.

¢ Cuantas de las muestras aleatorias del Pro-
blema 8.23 tendrian sus medias () entre 22.39
y 2241 g, (b) mayor que 22.42 g, (c) menor
que 22.37 g, ¥ (d) menor que 22.38 g v mas
de 22.41 g7

Las lamparas que fabrica cierta empresa tienen
una vida media de 800 h y una desviacién

tipica de 60 h. Hallar la probabilidad de que.

una muestra aleatoria de 16 ldmparas tenga
una vida media (¢) entre 790 y 810 h, (h)
menor que 785 h, (¢) mas de 820 h y (d) entre
770 y 830 h.

Repetir ¢l Problema 8.26 si se toma una
muestra de 64 lamparas. Explicar la dife-
rencia.

8.28.

Los paquetes recibidos en un almacén tienen
un peso medio de 300 1b y una desviacion
tipica de 50 1b. ;Cual es la probabilidad de
que 25 de esos paquetes, elegidos al azar y
metidos en un montacargas, excedan el limite
de carga de éste, que es de 8200 1b?

NUMEROS ALEATORIOS

8.29.

8.30.

8.31.

8.32.

Rehacer el Problema 8.6 usando un conjunto
diferente de numeros aleatorios y seleccio-
nando (a) 15, (5) 30, (¢) 45 y (d) 60 muestras
de tamafio 4 con reposicion. Comparar en
cada caso con los resultados teoricos.

Repetir el Problema 8.29 seleccionando mues-
tras de tamanio (@) 2 y (b) 8 con reposicion,
en lugar de tamafio 4 con reposicion.

Resolver el Problema 8.6 sin reposicion.
Comparar con los resultados tearicos.

(@) Mostrar como seleccionar 30 muestras
de tamafo 2 de la distribucién del Pro-
blema 3.61.

(b) Calcular la media y la desviacion tipica
de la distribucion de muestreo resultante
de medias, y comparar con los resultados
teoricos.

Resolver el Problema 8.32 usando muestras
de tamano 4.

DISTRIBUCION DE MUESTREOQ
DE PROPORCIONES

8.34.

8.35.

Hallar la probabilidad de que en los 200 pro-
ximos nacimientos (¢) menos del 40% sean
nifios, (b) entre 43% y 57% sean nifas y
(¢) mas del 54% sean nifios. Suponemos pro-
babilidades de nacimiento iguales para nifio
y nifa.

De 1000 muestras de 200 nifios cada una. jen
cuantas cabe esperar encontrar (a) menos del
40% de nifios, (b) entre 40% y 60% son
nifias y (¢) el 53% o mas son ninas?
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8.36.

8.37.

8.38.

8.39.

ESTADISTICA

Rehacer el Problema 8.34 si se consideran
100 nifios en vez de 200, y explicar las dife-
rencias en los resultados.

En una urna hay 80 fichas, de las que ¢l 60%
son rojas y el 40% blancas. De entre 50
muestras de 20 fichas cada una seleccionadas
al azar, jcuantas es de esperar que tengan (a)
tantas rojas como blancas, (b) 12 rojas y 8
blancas, (c) 8 rojas y 12 blancas y (d) 10 o
mas blancas?

Disefiar un experimento que ilustre los resul-
tados del Problema 8.37. En vez de fichas
rojas y blancas, puede usar papeletas en las
que sc han escrito R y B en las proporciones
adecuadas. ;Que errores podrian introducirse
al usar dos conjuntos diferentes de piezas?

Un fabricante envia 1000 lotes de 100 bom-
billas cada uno. Si el 5% de las bombillas
son defectuosas, ;en cuantos de los lotes se
puede esperar que haya (q) menos de 90 bom-
billas buenas y (b) 98 0 mas buenas?

DISTRIBUCION DE MUESTREOQO
DE DIFERENCIAS Y SUMAS

8.40.

8.41.

8.42.

8.43.

A y B producen dos tipos de cables que
soportan cargas maximas medias de 4000 b
y 4500 Ib, con desviacion tipica respectivas
de 300 Ib y 200 Ib. Si se-analizan 100 cables
A y 50 cables B, jcual es la probabilidad de
que la carga maxima que soporta B sea ()
al menos 600 Ib mayor que la de 4 y (b) al
menos 450 Ib mayor que la de 4.

(Cuales son las probabilidades en el Pro-
blema 8.40 si se analizan 100 cables de cada
tipo? Razonar las diferencias.

La puntuacion media en una prueba de apti-
tud es de 72 puntos con una desviacion tipica
de 8 puntos. ;Cual es la probabilidad de que
dos grupos de 28 y 36 estudiantes respecti-
vamente, difieran en su puntuacion media (o)
3 o mas puntos, (h) 6 o mas puntos y (¢)
entre 2 y 5 puntos?

Una urna contiene 60 piezas rojas y 40 blan-
cas. Se sacan dos conjuntos de 30 con reposi-

8.44.

8.45.

8.46.

8.47.

8.48.

cion y se anotan sus colores. ;Cudl es la
probabilidad de que los dos conjuntos difie-
ran en & o mas piezas rojas?

Resolver ¢l Problema 8.43 sin reposicion.

Un candidato recibe en unas elecciones el
65% de los votos. Hallar la probabilidad de
que dos muestras aleatorias de 200 votantes
indicasen una diferencia de mas del 10% de
votos a su favor.

Si U, y U, son los conjuntos de numeros del
Problema 8,11, comprobar que (¢) .3 =
= fgy + ez Y B 0pi202 = ai + ofs.
Se han medido tres masas como 20.48. 35.97,
y 62.34 g con desviaciones tipicas de 0.21,
0.46 y 0.54 g respectivamente. Hallar (o) la
media y (h) la desviacion tipica de la suma
de las masas.

El voltaje medio de unas baterias es 15.0
voltios (V) y la desviacion tipica es 0.2 V.
¢Cual es la probabilidad de que 4 de ellas,
conectadas en serie, tengan un voltaje com-
binado de 60.8 V o mas?

PROBLEMAS DIVERSOS

8.49.

8.50.

8.51.

Una poblacion de 7 nimeros tiene una media
de 40 y una desviacion tipica de 3. Si se
toman muestras de tamafo 5 de esa pobla-
cion. y se calcula la varianza de cada mues-
tra, hallar la media de la distribucion de
muestreo de varianzas si el muestrco se hace
(@) con y (h) sin reposicion,

Los tubos fabricados en cierta empresa tienen
una vida media de 900 h y una desviacion
tipica de 80 h. Se envian 1000 lotes de 100
tubos cada uno. ;En cuantos de esos lotes se
puede esperar que (¢) la vida media exceda
de 900 h y (h) la desviacion tipica de las
vidas medias exceda de 95 h? ;Qué hipotesis
hay que hacer?

Si la mediana de las vidas medias del Pro-
blema 8.50 es 900 h, ;en cudntos lotes cabe
esperar que la mediana de las vidas medias
sea mayor que 910 h? Comparar la respuesta




con el Problema 8.50(a) y explicar los resul-
tados.

En un examen las notas estuvieron normal-
mente distribuidas con media 72 y desviacion
tipica 8.
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(a)

(6)

Hallar la nota minima del 20% de estu-
diantes mejores.

Hallar la probabilidad de que en una
muestra aleatoria de 100 estudiantes. la
nota mas baja sea inferior a 76.



CAPITULO 9

Teoria de la estimacion estadistica

ESTIMACION DE PARAMETROS

En el Gltimo capitulo vimos como se puede emplear la teoria del muestreo para recabar informa-
cion acerca de muestras aleatorias tomadas de una poblacion conocida. Desde un punto de vista
practice, no obstante, suele resultar mas importante ser capaz de inferir informacion sobre la
poblacion a partir de muestras suyas. Con tal situacion trata la inferencia estadistica, que usa los
principios de la teoria del muestreo,

Un problema importante de la infercncia estadistica es la estimacion de pardmetros de la
poblacion, o brevemente pardmetros (tales como la media o la varianza de la poblacién), de los
correspondientes estadisticos muestrales, o simplemente estadisticos (tales como la media y la
varianza de la muestra). Consideramos este problema en el presente capitulo.

ESTIMACIONES SIN SESGO

Si la media de las distribuciones de muestreo de un estadistico es igual que la del correspondiente
parametro de la poblacion, el estadistico se llama un estimador sin sesgo del parametro; si no, se
llama un estimador sesgado. Los correspondientes valores de tales estadisticos se llaman estimacio-
nes sin sesgo y sesgadas, respectivamente.

'3

EJEMPLO 1. La media de las distribuciones de muestreo de medias py e g, la media de la poblacion. Por
tanto, la media muestral X es una estimacion sin sesgo de la media de la poblacion p.

EJEMPLO 2. L[a media de las distribuciones de muestreo de varianza es

N1 =
‘!.IJ.Z — TG-

donde o2 es la varianza de la poblacién y N es el tamafio de la muestra (véase Tabla 8.1). Asi pues, la varianza
de la muestra s% es una estimacion sesgada de la varianza de la poblacion a2, Usando la varianza modificada

encontramos ., = ¢7, de manera que §? es una estimacion sin sesgo de ¢2. Sin embargo, § es una estimacion
sesgada de a.

208
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En términos de esperanzas (Cap. 6) podriamos decir que un estadistico ¢s insesgado si su
esperanza es igual al correspondiente parametro de poblacion. Asi, X y §2 son insesgados porque
B — oy E{§) = g%

ESTIMACION EFICIENTE

Si las distribuciones de muestreo de dos estadisticos tienen la misma media (o esperanza), el dc
aenor varianza se llama un estimador eficiente de la media, mientras que el otro se llama un
estimador ineficiente. Los valores correspondientes de los estadisticos se laman estimacion eficiente
= estimacion ineficiente, respectivamente.

Si consideramos todos los posibles cstadisticos cuyas distribuciones de muestreo tienen la
pisma media, aquel de varianza minima se llama a veces el estimador de méaxima eficiencia, o sea, el
mejor estimador,

MPLO 3. Las distribuciones de muestreo de media y mediana tienen ambas la misma media. a saber, la
de la poblacion. Sin embargo. la varianza de la distribucién de muestreo de medias es menor que la
nza de la distribucion de muestreo de medianas (véase Tabla. 8.1). Por tanto, la media muestral da una
macion eficiente de la media de la poblacion, mientras la mediana de la muestra da una estimacion
iente de clla,

De todos los estadisticos que estiman la media de la poblacion, la media muestral proporciona la mejor (la
&s eficiente) estimacion.

En la practica, estimaciones ineficientes se usan con frecuencia a causa de la relativa sencillez
i que se obtienen algunas de ellas.

. ACIONES DE PUNTO Y ESTIMACIONES DE INTERVALO;
FIABILIDAD

ka estimacion de un parametro de la poblacion dada por un solo numero se llama una estimacion
sunto del parametro. Una estimacion de un parametro de la poblacion dada por dos nimeros,
los cuales se puede considerar encajado al parametro, se llama una estimacion de intervalo del
etro.

s estimaciones de intervalo indican la precision de una estimacion y son por tanto preferibles
s estimaciones de punto.

MPLO 4. Si decimos que una distancia se ha medido como 528 metros (m), estamos dando una
ion de punto. Por otra parte, si decimos que la distancia ¢s 5.28 + 0.03 m (o sea, que csta entre 5.25 y
m), estamos dando una estimacion de intervalo.

=l margen de error (o la precision) de una estimacion nos informa de su fiabilidad.

ACIONES DE INTERVALO DE CONFIANZA
PARAMETROS DE POBLACION

B s v og la media y la desviacion tipica (error lipico) de la distribucion de muestreo de un
distico S. Entonces, si la distribucion de muestreo de S es aproximadamente normal (que como
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hemos visto es cierto para muchos estadisticos si el tamafio de la muestra N = 30), podemos
esperar hallar un estadistico muestral real § que esté en los intervalos us — o5 a i + 5. s — 205
a pg + 205 0 py — 3oga pg + 3o alrededor del 68.27%, 95.45% y 99.73% del tiempo, respec-
tivamente.

Equivalentemente, podemos esperar hallar (o sea, podemos estar confiados en encontrar) us en
los intervalos S — 65a S + 05, S — 2052 S + 205,08 — 305a S + 30, alrededor del 68.27%,
95.45% y 99.73% del tiempo, respectivamente. Por esa razén, llamamos a esos respectivos inter-
valos los intervalos de confianza 68.27%, 95.45% y 99.73% para estimar pg. Los numeros extremos
de estos intervalos (S + og5. S + 204y S + 30,) se llaman e¢ntonces los limites de confianza
68.27%, 95.45%"y 99.73% o limites fiduciales.

Analogamente, S + 1960 ¥y S + 2.580, son los limites de confianza 95% y 99% (o sea,
095 y 0.99) para S. El porcentaje de confianza se suele llamar nivel de confianza. Los numeros
1.96, 2.58, ¢tc. en los limites de confianza se llaman coeficientes de confianza o valores criticos, y
se denotan por z. D¢ los niveles de confianza podemos deducir los coeficientes de confianza y
viceversa.

La Tabla 9.1 muestra los valores de z, correspondientes a varios niveles de confianza usados
en la practica. Para niveles de confianza que no aparecen en la tabla, los valores de z, se pueden
encontrar gracias a las tablas de areas bajo la curva normal (Apendice II).

Tabla 9.1

Nivel de confianza 99.73% 99%  98%  96% 9545% 95% 90%  80% 68.27% 50%

2.00 196 1.645 1.28 1.00  0.6745

Lh

7 3.00 2.58 2.33 2.0

Intervalos de confianza para las medias

Si el estadistico S es la media X de la muestra, entonces los limites de confianza 95% y 99% para
estimar la media ¢ de la poblacion vienen dados por X + 19607y X 4 2.580%, respectivamente.
Mas en general, los limites de confianza para estimar la media de la poblacion p vienen dados por
X + z.0% donde z, (que depende del nivel particular de confianza deseado) se puede leer en la
Tabla 9.1, Usando los valores de gy obtenidos en el Capitulo 8, vemos que los limites de confianza
para la media de la poblacién estan dados por

- a

e e — (1)
N

si el muestreo es de una poblacién infinita o de una finita con reposicion, y vienen dados por

% a N, — N
Eig- 2 2)
\/ﬁ \, 'NP i3 1
si el muestreo es sin reposicion de una poblacion finita de tamario N,
Generalmente, la desviacion tipica ¢ de la poblacion no es conocida; asi pues, para obtener los
anteriores limites de confianza usamos la estimacion muestral § o 5. Esto se vera que es satisfactorio
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ara N = 30. Para N < 30, la aproximacion es pobre y debe emplearse la teoria de pequefias
estras (Cap. 11).

Intervalos de confianza para proporciones

8 el estadistico S es la proporcion de «éxitos» en una muestra de tamafio N sacada de una
acion binomial en la que p es la proporcion de éxitos (o sea, la probabilidad de éxito), entonces
limites de confianza para p vienen dados por P + z.0,, donde P es la proporcion de éxitos en la
tra de tamafio N. Usando los valores de a, obtenidos en el Capitulo 8, vemos que los limites
e confianza para la proporcién ¢n la poblacion vienen dados por

O _ i —p)
PI#L.\/N-H_(.\[ = (3)

‘&l muestreo es de una poblacion infinita o finita con reposicién, y por

_ [Py NP—N
Pi;cf'N 73\%—1 (4

&l muestreo es de una poblacion finita de tamafio N, y sin reposicion.

Para calcular estos limites de confianza, podemos usar la estimacion muestral P para p, que
almente resultara satisfactoria si N = 30. Un método mas exacto para obtener los limites de
anzd se presenta en el Problema 9.12.

—

ervalos de confianza para diferencias y sumas

. ¥ S, son dos estadisticos muestrales con distribuciones de muestreo aproximadamente
ales. los limites de confianza para la diferencia de los parametros de poblacion correspondien-
'S, ¥ S, vienen dados por

Si = 5 % 2siss = Si = 5 % 2/hs + 0By ©)

giras que los limites de confianza para la suma de los parametros de poblacion vienen dados

SiF 8 F alsiies — 5 8. T a0k + 05 (6)

que las muestras sean independientes (vease Cap. 8).
ejemplo, los limites de confianza para la diferencia de dos medias poblacionales, en ¢l caso
sblaciones infinitas, se calculan como




212 ESTADISTICA

donde X, 0, N, y X,, 5, N, son las respectivas medias, desviaciones tipicas y tamarios de las de
muestras sacadas de las poblaciones.

De forma similar, los limites de confianza para la diferencia de dos proporciones poblacional
con poblaciones infinitas, estan dados por

pill= )", pal — ps)

BBz _py = — P A=z
1 2 I Z0py—p2 P P c\/ N, N, (8)

donde P, y P, son las dos proporciones muestrales, N, y N, los tamafios de las dos muestras, y p; ¥
P, las proporciones en las dos poblaciones (estimadas por P, y P,).

Intervalos de confianza para desviaciones tipicas

Los limites de confianza para la desviacion tipica ¢ de una poblacion normalmente distribuida,
estimados cen una muestra con desviacion tipica s, vienen dados por

$ .= S = (9)

‘2N

usando la Tabla 8.1. Al calcular estos limites de confianza, usamos s o § para estimar o.

ERROR PROBABLE

Los limites de confianza 50% de los parametros de poblacion correspondientes a un estadistico S
vienen dados por § + 0.674505. La cantidad 0.67455¢ se conoce como el error probable de la
estimacion.

ESTIMACIONES SIN SESGO Y EFICIENTES

9.1. Dar un ejemplo de estimadores (o estimaciones) que sean (a) sin sesgo y eficiente, (b) sin sesgo e
ineficiente vy (¢) sesgado e ineficiente.

Selucion
(¢) La media muestral X y la varianza muestral modificada

N
&
Ne=1

2

2= :

son dos ejemplos.
(h) La mediana muestral y el estadistico muestral {0, + @,), donde Q, y @, son los cuartiles
muestrales inferior y superior, son dos ejemplos. Ambos son estimaciones sin sesgo de la media
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de la poblacién, pues la media de sus distribuciones de muestreo es la media de la poblacion.
(c) La desviacion tipica muestral s, la desviacion tipica modificada §, la desviacion media y el rango
semi-intercuartil son cuatro ejemplos.

En una muestra de cinco medidas, un cientifico anoto 6.33, 6.37, 6.36, 6.32 y 6.37 centimetros (cm).
Determinar estimaciones insesgadas y eficientes de (g) la verdadera media y (b) la varianza.

Solucioén

{a) La estimacion sin sesgo y eficiente de la media verdadera (o sea, la de la poblacion) es

= 635cm

g_LX _ 633+ 637 + 636 + 632 + 637
-L- - oo

~ (h) La estimacion sinesesgo y eficiente de la media verdadera (o sea, la de la poblacion) es

N ‘E_Z[X—X’}Z

a3 — ]

S T N—1
(633 — 6.35) + (637 — 635) + (6.36 — 6357 + (632 + 6.35)° + (6.37 — 635 _
= 5—1 B
= 0.00055 em?

Notese que aunque § = ,/0.00055 = 0.023 ¢m es una estimacion de la verdadera desviacion tipica,
esta estimacion no es ni eficiente ni insesgada.

. Supongamos que las alturas de 100 estudiantes varones de la Universidad XYZ representan una
muestra aleatoria de las de los 1546 estudiantes de esa Universidad. Determinar estimaciones sin sesgo
y eficientes de (g) la media verdadera y (b) la varianza verdadera.

Solucion

- {a) Por el Problema 3.22, la estimacion sin sesgo y eficiente de la verdadera media es ¥ = 67.45 in.
" (b)) Del Problema 4.17 s¢ sigue que la estimacion sin sesgo y eficiente de la verdadera varianza es

N 100
P = N1 Sls 59 (8.5275) = 8.6136

Asi pues, § = /8.6136 = 2.93 in. Notemos que va que N es grande, no hay diferencia casi entre
sy §% o seaentre s v §

No hemos usado la correccion de Sheppard para el agrupamiento. Para tener esto en cuenta,
usariamos § = 2.79 in (véase Prob. 4.21).

- Dar una estimacion sin sesgo ¢ ineficiente para la verdadera media del diametro de la esfera del
Problema 9.2.

Solucion

La mediana es un ejemplo. Para las cinco medidas, ordenadas por magnitud, la mediana es 6.36 cm.
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donde X,, o,, Ny y X, 0, N, son las respectivas medias, desviaciones tipicas y tamarfios de las dos
muestras sacadas de las poblaciones.

De forma similar, los limites de confianza para la diferencia de dos proporciones poblacionales,
con poblaciones infinitas, estin dados por

i =), pal = ) |
Py =P & 20pi-m = 8 — P L 2, lTl +'% (8)

donde P, y P, son las dos proporciones muestrales, N, y N, los tamafios de las dos muestras, y p; ¥
p, las proporciones en las dos poblaciones (estimadas por P,y P,).
Intervalos de confianza para desviaciones tipicas

Los limites de confianza para la desviacion tipica o de una poblacion normalmente distribuida,
estimados ccn una muestra con desviacion tipica s, vienen dados por

v i <V 3 i Ze ,\/;_V {9}

usando la Tabla 8.1. Al calcular estos limites de confianza, usames s o § para estimar o.

ERROR PROBABLE

Los limites de confianza 50% de los parametros de poblacién correspondientes a un estadistico S
vienen dados por S + 0.57450¢. La cantidad 0.674553 se conoce como el error probable de la
estimacion.

ESTIMACIONES SIN SESGO Y EFICIENTES

9.1. Dar un ejemplo de estimadores (o estimaciones) que sean (a) sin sesgo y eficiente, (h) sin sesgo ¢
ineficiente y (¢) sesgado ¢ ineficiente.

Solucion

(@) La media muestral X y la varianza muestral modificada

son dos ejemplos.
() La mediana muestral y el estadistico muestral 5@, + Q). donde O, y O, son los cuartiles
muestrales inferior y superior, son dos ejemplos. Ambos son estimaciones sin sesgo de la media
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de la poblacion, pues la media de sus distribuciones de muestreo es la media de Ia poblacion.
(¢) La desviacion tipica muestral s, la desviacidn tipica modificada §. la desviacion media y el rango
semi-intercuartil son cuatro ejemplos.

En una muestra de cinco medidas, un cientifico anot6 6.33, 6.37, 6.36, 6.32 y 6.37 centimetros (cm).
- Determinar estimaciones insesgadas y eficientes de (a) la verdadera media v (b) la varianza,

E Sol_ucién

(a) La estimacién sin sesgo y eficiente de la media verdadera (o sca, 1a de la poblacion) es

L, X 6.33 6.37 + 6.36 632 + 6.37
X = ZT = i 5 s - = 635 cm

- (B) La estimacion sinesesgo y eficiente de la media verdadera (o sea, la de la poblacion) es

42 N g Z X __Xlz

BRI Sy

_ (633 — 6.35)* + (6.37 — 6.35)° + (6.36 — 6.35)* + (6.32 + 6.35)% + (6.37 =B33P
= ¢ S~ =
= 0.00055 ¢cm?

Nélese que aunque § = \/OAO‘_{)(}SS = 0.023 em es una estimacion de la verdadera desviacién tipica,
esta estimacion no es ni eficiente ni insesgada.

. Supongamos que las alturas de 100 estudiantes varones de la Universidad XYZ representan una
‘muestra aleatoria de las de los 1546 estudiantes de esa Universidad. Determinar estimaciones sin sesgo
-y eficientes de (a) la media verdadera y (b) la varianza verdadera.

Solucion

- [a) Por el Problema 3.22, la estimacion sin sesgo v eficiente de la verdadera media es ¥ = 67.45 in.
{b) Del Problema 4.17 se sigue que la estimacion sin sesgo y cficiente de la verdadera varianza es

N , 100
= = —(85275) = %613
1 = g9 (85279 = 86136

Asi pues, § = /86136 = 293 in. Notemos quec ya que N es grande, no hay diferencia casi entre
sty $2 oseaentre s v

No hemos usado la correccion de Sheppard para el agrupamiento. Para tener esto en cuenta,
usariamos 5 = 2.79 in (véase Prob. 4.21),

Dar una estimacion sin sesgo e ineficiente para la verdadera media del dizmetro de la esfera del
Problema 9.2.

Solucion

La mediana es un ejemplo. Para las cinco medidas, ordenadas por magnitud, la mediana cs 6.36 ¢m,
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INTERVALOS DE CONFIANZA PARA MEDIAS

9.5.

9.6.

Hallar los intervalos de confianza (a) 95% y (b) 99% para estimar la altura media de los estudiantes
del Problema 9.3.

Solucion

(@) Los limites de confianza 95% son ¥ + 1.96a//N. Usando X = 6745 in y § = 2.93 in como
estimacion de ¢ (véase Prob. 9.3), los limites de confianza son 67.45 + 1.96(2.93/,/100), o
6745 £+ 0.57 in. Luego el intervalo de confianza 95% para la media de la poblacion p es 66.88 a
68.02 in, que denotamos por 66.88 < pu < 68.02.

Podemos decir, por tanto, que la probabilidad de que la altura media de la poblacion este entre
66.88 y 68.02 in es del 95%, o sea 0.95. En simbolos escribimos Pr{66.88 < p < 68.02} = 0.95.
Esto equivale a decir que tenemos 93% de confianza de que la media de la poblacion (o media
verdadera) esté entre 66.88 y 68.02 in.

(b) Los limites de confianza 99% son ¥ 4+ 2.58¢/ /N = X + 2.583‘_.-’\/ N = 6745 + 2.58{2.93,-\;%] =
= 6745 + 0.76 in. Luego el intervalo de confianza 99% para la media de la poblacion u es 66.69
a 68.21 in, que se denota por 66.69 < u < 6821

Al hallar los anteriores intervalos de confianza, hemos supuesto que la poblacion era infinita
o tan grande que podiamos considerarla como con reposicion. Para poblaciones finitas y muestreo
sin reposicion, debe usarse

a NF — N | d a
' €n fugar ae
V/E Np == o N

No obstante, podemos considerar el factor

N, = N 1546 — 100
£ = = 0.967
Ny = 1546 — 1
como esencialmente 1.0, y por tanlo no es necesario usarlo. Si se usa, los limites de confianza
anteriores se convierten en 67.45 + 0.56 in y 67.45 + 0.73 in, respectivamente.

Las medidas de los diametros de una muestra aleatoria de 200 bolas de rodamientos producidas por
una maquina en una semana, dieron una media de 0.824 cm y una desviacion tipica de 0.042 cm. Hallar
los limites de confianza (4) 95% y (b) 99% para el diametro medio de todas las bolas.

Solucién
(¢) Los limites de confianza 95% son
_ 1960 _ 196 0.042
JN N 200

() Los limites de confianza 99% son

2585« . 2584 0.042
T L p 2% aeokiosg Tl gleoninD0TT e G sen’ ! 0,824 4 0008 chi
JN JN /200

Notese que hemos supuesto la desviacion tipica dada como la desviacion tipica modificada §. Si la
desviacion tipica hubiera sido s, hubiéramos usado § = \/N{(N —al)si= \/2(}031995, que puede ser
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tomada como s a efectos practicos. En general, para N = 30 podemos suponer que s y § son
practicamente iguales.

Hallar los limites de confianza (a) 98%, (b) 90% y () 99.73% para el diametro medio de las bolas del
Problema 9.6.

Solucién
(@) Sea z = z, tal que el 4rea bajo la curva normal a su derecha es 1%. Entonces, por simetria, el
area a la izquierda de z = —z_es también 1%, asi que el drea sombreada es el 98% del total;

vease Figura 9.1(a). Como el 4rea total bajo la curva es 1, el area desde z = 0 hasta z — 7, es
0.49; por tanto, z, = 2.33. Luego los limites-de confianza 98% son X + 2.330&% = 0.824 +
+ 2.33(0.042/,/200) = 0.824 + 0.0069 cm.

(a) (6)
Figura 9.1.

() Deseamos un z, tal que el area desde z = 0 hasta z = z. es 0.45, como muestra la Figura 9.1(b);
entonces z, = 1.645. Asi pues, los limites de confianza 90% son ¥ + 1.645¢/. /N = 0824 +

+ 1.645(0.042/,/200) = 0.824 + 0.0049 cm.
{c) Los limites de confianza del 99.73% son

X + 30/\/N = 0.824 + 3(0.042/,/200) = 0.824 + 0.0089 ¢m

Al medir el tiempo de reaccion, un psicélogo estima que la desviacion tipica es 0.05 segundos. ;De qué
tamafio ha de tomarse una muestra de medidas para tener una confianza del (@) 95% y (b) 99% de
que el error de la estimacion no supera 0.01 segundos?

Solucion

(@) Los limites de confianza 95% son ¥ + l.96rr;"ﬁ . siendo el error de la estimacién 1.965,.3\/%,
Tomando ¢ = 5 = 0.05 seg, vemos que este error serd igual a 0.01 seg si (1.96](0.05};\/? = 0.01;

esto ¢s, /N = (1.96)(0.05)/0.01 = 9.8, 0 sea N = 96.04. Luego podemos estar confidentes al 95%
de que el error de la estimacion serd menor que 0.01 seg si V es 97 o mayor.

Otro método

(1.96)(0.05) ! JN 1 (1.96)(0.05)
— < 0. e > = — =9
e 508 001 st Gognos S aor °% VN 0.01 o8

Entonces N = 96.04, o sea N = 97.
(b) Los limites de confianza 99% son ¥ + 2.580;\/?. Entonces (2.58)(&05],@/? = 0.01, es decir
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N = 166.4. Luego podemos tener confianza al 99% de que el error de la estimacion serd meno:
que 0.01 seg st N es 167 o mayor.

Una muestra al azar de 50 notas de matematicas de entre un total de 200, revela una media de 75y
una desviacion tipica de 10,

(¢) (Cuéles son los limites de confianza 95% para estimaciones de la media de las 200 notas?

(b) (Con qué grado de confianza podriamos decir que la media de las 200 es 75 + 17

Soluciéon

(@) Como la poblacion no es muy grande comparada con el tamanio de la muestra, debemos tenerlo
en cuenta. Por tanto, los limites de confianza 95% son

) 3 b (N—N 10 [200 — 50
X +15%605= X £ 196 :,__— /Np- -1—=75i1,967_\/200 ] =75+24
WV N \4’1 T N 50 =5
() Los limites de confianza se pueden representar por
= = N,— N 10 200 - 50
Xtzog=X+:z 0_— £ = T5s —— —0 =754 123,
."’A.r Np — 1 \‘,,-"50 ‘\/ 200 —1

N

Como esto ha de ser igual a 75 + |, tenemos 1.23 z, = 1, osea z, = 0.81. El area bajo la curva
normal entre = = 0y z = 0.81 es 0.2910; lucgo ¢l requerido grado de confianza es 2(0.2910) = 0.582,
o sea 58.2%.

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA PROPORCIONES

9.10.

9.11.

Un sondeo de 100 votantes elegidos al azar en un distrito indica que el 55% de ellos estaban a favor
de un cierto candidato. Hallar los limites de confianza (&) 95%, (b) 99% y (c) 99.73% para la
proporcion de todos los votantes favorables a ese candidato.

Solucion

(@) Los limites de confianza 95% para la poblacién p son P + 1.960, = P + 1.96,/p(l — ,b)jN =
= (.55 + I,96\/(0.S5}{0.45}f100 = 055 + 0.10, donde hemos usado la proporcion muestral P
para estimar p.

(b) Los limites de confianza 99% para p son 0.55 + 2.58,/(0.55)(0.45)/100 = 0.55 + 0.13.
(¢) Los limites de confianza 99.73% para p son 0.55 + 3\/555){0.45];’100 = 0.55 4+ 0.15.

;De qué tamafio hay que tomar el sondeo del Problema 9.10 para tener confianza al (a) 95% y (b)
99.73% de que ¢l candidato saldré elegido?

Solucion

el g o4

Los limites de confianza para p son P * zc\/p{l—— p];ﬁ = 055 + 2. /(0.55)(045)/N = 0.55 +
+ 0.5Gzr,.f\/ A_f, donde hemos usado la estimacion P = p = .55 basados en el Problema 9.10. Como
el candidato ganara solo si recibe mas del 50% de los votos de la poblacion, exigimos que U,SOZC,!V/K'
sea menor que 0.05.
(a) Para 95% de confianza, 0.50z,/\/N = 0.50(1.96)/,/N = 0.05 cuando N = 384.2. Luego N debe
ser al menos 385.
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(b) Para 99.73 de confianza, O.SO:J\,[K@ =2 0.50(3)}\,/;’;? = 0.05 cuando N = 900. Lucgo N debe ser
al menos 901.

Otro método

1.50//N < 0.05 cuando \/N/1.50 > 1/0.05 0 sea /N > 1.50/0.05. Entonces /N = 30, es
decir. N > 900, asi que N ha de ser al menos 901.

(z) Si P es la proporcion observada de exitos en una muestra de tamano N, probar que los limites
de confianza para estimar la proporcion de éxitos p de la poblacion en el nivel de confianza
determinado por =, vienen dados por

(h) Usar la formula deducida en (a) para obtener los limites de confianza 99.73% del Problema 9.10.
(¢c) Probar que para N grandes la formula de la parte (a) se reduce a p = P + z../P(l — P)/N, tal
como se ha usado en el Problema 9.10.

~ Solucion

{a) La proporcion muestral P en unidades estandar es

o, P—p
% asiplli=aliN

Los valores maximo y minimo de esta variable tipificada son +z.. donde =, determina el valor de
conflanza. En estos valores extremos debemos tener en consecuencia

pll —p)
P—p= 4+, ———
r _c\/ N

. 2p(l = p
Elevando al cuadrado P2 — 2pP + p* = ¥
Multiplicando ambos lados por N y simplificando, encontramos que

(N + :p — QNP + =2)p + NP? =0

Sia= N+ z2, b= —(2NP + z2) y ¢ = NP2 esta ecuacion pasa a ser ap® + bp + ¢ = 0
cuya solucién para p viene dada por la férmula cuadratica

—b + /B —dac NP + =2 + J2NP + Z2 — 4N + (NP
2a iy AN + 22

p:

L NP & 2 TANPIT—"P) + 2
= AN + 22




