218

9.13.

ESTADISTICA

Dividiendo el numerador y el denominador por 2N, eso se convierte en

P+zf+ P(l—-P)_Fzr_2
FN - @ N 4n2

P

j R 2

T

2|4

(h) Para limites de confianza 99.73%, -, = 3. Entonces, usando P = 0.55 y N = 100 en la férmula
deducida en (@), vemos que p = 0.40 y 0.69, de acuerdo con el Problema 9.10(c).

(¢) Si N es grande, entonces zZ/(2N), z2/(4N?) y zZ/N son todos despreciables y pueden tomarse
esencialmente como cero, asi que se llega al resultado descado.

En 40 lanzamientos de una moneda, han salido 24 caras. Hallar los limites de confianza (a) 95% y
() 99.73% para la proporcién de caras que se obtendrian en un nimero ilimitado de lanzamientos de
esa moneda.

Solucion

(@) Al nivel 95%. z, = 1.96. Haciendo P = 24/40 = 0.6 y N = 40 en la formula del Problema 9.12(a),
hallamos p=0.45 y 0.74. Luego podemos decir que, con 95% de confianza, p estd entre 0.45 y 0.74.
Usando la formula aproximada p = P + z,./P(1 — P)/N, deducimos p = 0.60 + 0.15, que
da al intervalo de 0.45 a 0.75.
(h) Al nivel 99.73%, z. = 3. Usando la formula del Problema 9.12(a), hallamos p = 0.37 y 0.79.
Mediante la formula aproximada p = P + :wa(l — P)/N, hallamos p = 0.60 + 0.23, que
da el intervalo de 0.37 a 0.83.

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA DIFERENCIAS Y SUMAS

9.14.

9.15.

Una muestra de 150 lamparas del tipo 4 ha dado una vida media de 1400 horas (h) y una desviacion
tipica de 120 h. Una muestra de 200 lamparas del tipo B dan vida media de 1200 h y desviacion tipica
de 80 h. Hallar los limites de confianza (a) 95% v (b) 99% para la diferencia de las vidas medias de
las poblaciones de ambos tipos.

Solucion

Los limites de confianza para la diferencia en medias de los dos tipos 4 y B vienen dados por

X, — X £ :(‘\/.Ui-";NA + o3/Ng

{a) Los limites de confianza 95% son 1400 — 1200 + 1.96\/3[12[]}2;’]50 + (80)%/100 = 200 + 24.38.
Luego tenemos 95% de confianza de que la diferencia de las medias de las poblaciones estd entre
175 y 225 h.

(b) Los limites de confianza 99% son 1400 — 1200 + 2.58\;"[120]2,’150 + (80)2/100 = 200 + 32.6.
Por tanto, tenemos 99% de confianza de que la diferencia de las medias de las poblaciones esté
entre 167 y 233 h.

En una muestra aleatoria de 400 adultos y 600 jovenes que vieron un cierto programa de television,
100 adultos y 300 jovenes reconocieron que les habia gustado. Determinar los limites de confianza (a)
95% vy (b) 99% para la diferencia en proporciones de todos los adultos y jovenes que vieron con agrado
el programa.
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Solucion

Los limites de conflanza para las diferencias en proporciones de los dos grupos vienen dados por

Pip—B —"c\/P|Q1fN1 + Pag2/ N,

donde los subindices 1 y 2 se refieren a jovenes y adultos, respectivamente. Aqui, P, = 300/600 = 0.50
y £, = 100/400 = 0.25 son, respectivamente, las proporciones de jovenes y de adultos a quienes agradd
cl programa.

() Los limites de confianza 95% son 0.50 — 025 + 1.96\/(0.50)(0,50};“600 + (0.25)(0.75)/400 =
= 0.25 £ 0.06. Luego tenemos 95% de confianza de que la verdadera diferencia en proporciones
esta entre 0,19 y 0.31.

() Los limites de conflanza 99% son 0.50 — 0.25 + 2.58,/(0.50)(0.50)/600 + (0.25)(0.75)/400 —
= 025 + 0.08. Luego tenemos 99% de confianza de que la verdadera diferencia en proporciones
esta entre 0.17 y 0.33,

La fuerza electromotriz media (fem) de las baterias producidas por una empresa es 45.1 voltios (V) y
su desviacion tipica 0.04 V. Si se conectan en serie cuatro de ellas, hallar (a) 95%, (b) 99%, (c) 99.73%
y (d) 50%.

Solucién

8i E,, E;, Ey y E, representa la fem de las cuatro baterias, tenemos

= _ ] T 3
Upyvporpaves = Mg + Hgz + ey + Mpy ¥ Op1+E2+E3+E4 = /Op1 + Op3 + O3 + Ogy

Entonces, como pgy = pgs = fgs = pips = 451 Vy Op = Op; = 0p3 = 0ga = 0.04 V, tenemos
Mey+pz+psspe = HA51) = 1804 y 05y gy pyeps = \/‘RO‘M')Q = 0.08.
(@) Los limites de confianza 95% son 180.4 + 1.96(0.08) = 180.4 + 0.16 V.

() Los limites de confianza 99% son 180.4 + 2.58(0.08) = 1804 ; 021V,
(¢) Los limites de confianza 99.73% son 180.4 + 3(0.08) = 1804 + 024 V.
(d) Los limites de confianza 50% son 180.4 + 0.6745(0.08) = 180.4 + 0.054 V. El valor 0.054 V se

llama el error probable.

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA DESVIACION TIPICA

9.17.

9.18.

La desviacién tipica de las vidas medias de una muestra de 200 bombillas es de 100 h. Hallar los limites
de confianza (a) 95% y (b) 99% para la desviacion tipica de ese tipo de bombillas.

Solucién

Los limites de confianza para la desviacion tipica de la poblacion ¢ vienen dados por s + zco,!\/ZN,
donde z, indica el nivel de confianza. Usamos la desviacién tipica muestral para estimar o.

(a) Los limites de confianza 95% son 100 + 1.96(100)/,/400 = 100 + 9.8. Luego tenemos 95% de
confianza de que la desviacion tipica de la poblacion esta entre 90.2 y 109.8 h.

(b) Los limites de confianza 99% son 100 + 2.58{100);’\/400 = 100 + 12.9. Luego tenemos 99% de
confianza de que la desviacion tipica de la poblacion esta entre 87.1 y 112.9 h.

{De qué tamario ha de tomarse una muestra de las bombillas del Problema 9.17 para tener 99.73% de
confianza de que la verdadera desviacion tipica de la poblacion no difiere de la desvincion tipica
muestral en mas de (a) 5% y (b) 10%?
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Solucion

Los limites de confianza 99% para o son s + 3a/./2N = s + 35,}\/\2_}\7, usando s como estimacion
de o. Luego el porcentaje de error en la desviacion tipica es

35/\/2N 300

5 2N

(@) Si 30(},3\/@_ = 5, entonces N = 1800, Luego la muestra ha de ser de al menos 1800 bombillas.

%

(B) Si 300;'\,/2N = 10, entonces N = 450. Por tanto, es necesaria una muestra de 450 o mas

bombillas.

ERROR PROBABLE

9.19.

9.20.

Los voltajes de 50 baterias del mismo tipo tienen una media de 18.2 V y una desviacion tipica de 0.5 V.
Hallar (a) el error probable de la media y (b) los limites de confianza 50%.

Solucion
(@) Etror probable de fa media = 0.6740y = 0.6745 —= = 0.6745 —
o i
06745 —S — 06745 2> — o8 V

JN =1 N

Notese que si la desviacion tipica de 0.5 V se toma como §, el error probable es 0.6745[0.5;’\/%)
= 0.048 también, de modo que cualquier estimacion puede utilizarse cuando N es lo bastante
grande.

(b} Los limites de confianza 50% son 18 + 0.048 V.

Se ha anotado una medida como 216,480 gramos (g) con un error probable de 0,272 g. ;Cuales son
los limites de confianza 95% para esa medida?

Solucion

El error probable es 0.272 = 0.67430y, es decir, o = 0.272/0.6745. Luego los limites de confianza
95% son X + 19607 = 216.480 + 1.96(0.272/0.6745) 216.480 + 0.790 g.

ESTIMACIONES SIN SESGO Y EFICIENTES 9.22 Una muestra de 10 tubos de televisién proce-

9.21.

dentes de una cierta empresa dieron una vida
media de 1200 h y una desviacion tipica de
100 h. Estimar (a) la media y (b) la desviacién
tipica de la poblacion de todos los tubos de
esa clase.

Mediciones de una muestra de masas dieron
8.3, 10.6, 9.7, 8.8, 10,2 y 9.4 kilogramos (kg),
respectivamente. Determinar estimaciones sin
sesgo y eficientes de (a) la media de la pobla-
cion y (b) la varianza de la poblacién, y com-
parar la desviacion tipica de la muestra con
la estimada para la poblacion. 9.23. (a) Rehacer ¢l Problema 9.22 si los mismos




resultados se hubiesen dado con 30, 50,
y 100 tubos.

(h) ;Queé se puede concluir sobre la relacion
entre desviaciones tipicas muestrales y
estimaciones de las desviaciones tipicas
de Ja poblacion para diferentes tamafios
de las muestras?

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA
MEDIAS

9.24.

9.25,

9.26.

9.27.

9.28.

9.29.

La media y la desviacion tipica de las cargas
maximas soportadas por 60 cables (véase
Prob. 3.59) son 11.09 y 0.73 toneladas, res-
pectivamente. Hallar los limites de confianza
(@) 95% y (b) 99% para la media de las
cargas maximas soportadas por los cables de
ese tipo.

La media y la desviacion tipica de los dia-
metros de una muestra de 250 remaches ma-
nufacturados por una empresa, son 0,72642
y 0.00058 in, respectivamente (véase Proble-
ma 3.61). Hallar los limites de confianza («)
99%, (b) 98%, (c) 95% y (d) 90% para el
diametro medio de los remaches alli pro-
ducidos.

Hallar (a) los limites de confianza 50% vy
() el error probable de los diametros del
Problema 9.25.

Si la desviacion tipica de las vidas medias de
los tubos de television se estima en 100 h,
icomo de grande ha de ser una muestra para
tener confiznza del (a) 95%, (h) 90%, (c) 99%
y (d) 99.73% de que el error en la vida media
estimada no supera 20 h?

Idem si el error no debe superar 10 h.

Una empresa dispone de 500 cables, de los
que una muestra de 40 elegidos al azar revela
una tension de ruptura media de 2400 1b y
una desviacion tipica de 150 |b.

(¢) Hallar los limites de confianza 95% vy
99% para la estimacion de la tension
media de ruptura de los 460 cables res-
tantes.

(h) (Con qué grado de confianza se puede
decir que la tension media de ruptura de
los 460 restantes es 2400 + 35 Ib?
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INTERVALOS DE CONFIANZA PARA
PROPORCIONES

9.30.

9.31.

9.32.

Una urna contiene una proporcion descono-
cida de fichas rojas y blancas. Una muestra
aleatoria de 60 fichas, seleccionada con repo-
sicion; indicd que el 70% de ellas cran rojas.
Hallar los limites de confianza (a) 95%, (h)
99% y (¢) 99.73% para la proporcion real
de fichas rojas en la urna. Presentar los re-
sultados usando tanto la formula aproximada
como la mas exacta del Problema 9.12.

iDe qué tamafo ha de ser una muestra de
las fichas del Problema 9.30 para tener con-
fianza del (@) 95%, (b) 99% ¥ {¢) 99.73% de
que la verdadera proporcion no difiere de la
muestral en mas del 5%?

Sc espera que una eleccion entre dos can-
didatos sea muy renida, ;Cual cs el minimo
numero de votantes a sondear si se guicrc
tener un (a) 80%, (h) 90%. (¢) 95% v (d)
99% de conflanza sobre la decisién a favor
de uno u otro?

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA
DIFERENCIAS Y SUMAS

9.33.

9.34.

De dos grupos similares de pacientes, A4 y B.
con 50 y 100 individuos respectivamente, se
suministro al 4 un nuevo tipo de somnifero
y al B uno convencional. Para los del grupo
A el nimero medio de horas de suefo fue
7.82 con desviacion tipica de 0.24 h. Para los
del grupo B, 6.75 h y 0.30 h, respectivamente.
Hallar los limites de confianza (a) 95% y ()
99%, para la diferencia en media de las horas
de suefio inducidas por ambos somniferos.

Una muestra de 200 tuercas de una cierta
maquina probo que 15 eran defectuosas, mien-
tras una muestra de 100 tuercas de otra ma-
quina dio 12 defectuosas. Hallar los limites
de confianza (a) 93%, (b) 99% vy (¢) 99.73%
para la diferencia en proporciones de tuercas
defectuosas de las dos maquinas. Discutir los
resultados obtenidos.

Una compaiia produce bolas de cojinetes de
peso medio 0.638 Ib y desviacion tipica de
0.012 1b. Hallar los limites de confianza (a)
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95% v (h) 99% para los pesos de lotes de 100
bolas cada uno.

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA
DESVIACION TIPICA

9.36. La desviacion tipica de las tensiones de rup-
tura de 100 cables probados por una empresa
era de 180 Ib. Hallar los limites de confianza

9.37.

9.38.

(@) 95%, (b) 99% ¥ (c) 99.73% para la des-
viacion tipica de todos los cables de ese tipo.

Hallar el error probable de la desviacion tipica
en ¢l Problema 9.36.

(Como ha de ser de grande una muestra
para tener confianza del (a) 95%, () 99% y
(¢) 99.73% de que la desviacion lipica de una
poblacién no diferird de la desviacion tipica
muestral en mas del 2%?




CAPITULO 10

‘Teoria estadistica de las decisiones

DECISIONES ESTADISTICAS

- En la préctica nos vemos obligados con frecuencia a tomar decisiones relativas a una poblacién
sobre la base de informacién proveniente de muestras. Tales decisiones se llaman decisiones
estadisticas. Por ejemplo, podemos querer decidir, basados en datos muestrales, si un método
pedagogico ¢s mejor que otro, o si una moneda esta trucada o no.

HIPOTESIS ESTADISTICAS

‘Al intentar alcanzar una decision, es util hacer hipotesis (o conjeturas) sobre la poblacion implica-
da. Tales hipotesis, que pueden ser o no ciertas, se llaman hipétesis estadisticas. Son, en general,
‘enunciados acerca de las distribuciones de probabilidad de las poblaciones.

Hipotesis nula

En muchos casos formulamos una hipotesis estadistica con ¢l anico propésito de rechazarla
0 invalidarla. Asi, si queremos decidir si una moneda est4 trucada, formulamos la hipotesis de que
la moneda es buena (o sea, p = 0.5, donde p es la probabilidad de cara). Analogamente, si
deseamos decidir si un procedimiento es mejor que otro, formulamos la hipétesis de que o hay
diferencia entre ellos (o sea, que cualquier diferencia observada se debe simplemente a fluctuaciones
en el muestreo de la misma poblacion). Tales hipotesis se suelen llamar hipotesis nula y se denotan
por H,.

Hipotesis alternativa

Toda hipotesis que dificra de una dada se llamara una hipotesis alternativa. Por giemplo, si una
hipotesis ¢s p = 0.5, hipotesis alternativas podrian ser p = 0.7, p # 0.5 0 p > 0.5. Una hipotesis
alternativa a la hipotesis nula se denotara por H,.

223
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CONTRASTES DE HIPOTESIS Y SIGNIFICACION,
O REGLAS DE DECISION

Si suponemos que una hipotesis particular es cierta pero vemos que los resultados hallados en una
muestra aleatoria difieren notablemente de los esperados bajo tal hipotesis (o sea, esperados sobre
la base del puro azar, por teoria de muestreo), entonces diremos que las diferencias observadas son
significativas v nos veriamos inclinados a rechazar la hipotesis (o al menos a no aceptarla ante la
evidencia obtenida). Asi, si en 20 tiradas de una moneda salen 16 caras, estariamos inclinados a
rechazar la hipétesis de que la moneda es buena, aunque cabe la posibilidad de equivocarnos,

Los, procedimientos que nos capacitan para determinar si las muestras observadas difieren
significativamente de los resultados esperados. y por tanto nos ayudan a decidir si aceptamos o
rechazamos hipotesis, se llaman contrastes (o iests) de hipotesis o de significacion o reglas de
decision.

ERRORES DE TIPO 1Y DE TIPO II

Si rechazamos una hipotesis cuando debiera ser aceptada, diremos que se ha cometido un error de
Tipo 1. Por otra parte, si aceplamos una hipotesis que debiera ser rechazada, diremos que se ha
cometido un error de Tipo II. En ambos casos, se ha producido un juicio erroneo.

Para que las reglas de decision (o contrastes de hipdtesis) sean buenas, deben disefiarse de modo
que minimicen los errores de la decision. Y no es una cuestion sencilla, porque para cualquier
tamafio de la muestra, un intento de disminuir un tipo de error suele ir acompanado de un
crecimiento del otro tipo. En la practica, un tipo de error puede ser mas grave que el otro, y debe
alcanzarse un compromiso que disminuya el error mas grave. La Gnica forma de disminuir ambos a
la vez es aumentar el tamafio de la muestra, que no siempre es posible.

NIVEL DE SIGNIFICACION

Al contrastar una cierta hipotesis, la maxima probabilidad con la que estamos dispuestos a correr el
riesgo de cometer un error de Tipo T se llama rivel de significacion del contraste. Esta probabilidad,
denotada a menudo por z, se suele especificar antes de tomar la muestra, de manera que los
resultados obtenidos no influyan en nuestra cleccion.

En la practica, es.frecuente un nivel de significacion de 0.05 6 0.01, s1 bien se usan otros valores.
Si, por ejemplo, se escoge el nivel de significacion 0.05 (o 5%) al disenar una regla de decision,
entonces hay unas 5 oportunidades entre 100 de rechazar la hipotesis cuando debiera haberse
acepiado; es decir, tenemos un 95% de confianza de que hemos adoptado la decision correcta. En
tal caso decimos que la hipétesis ha sido rechazada al nivel de significacion 0.05, lo cual quiere decir
que la hipotesis tiene una probabilidad 0.05 de ser falsa.

CONTRASTES MEDIANTE LA DISTRIBUCION NORMAL

Para ilustrar las ideas presentadas hasta esle momento, supongamos que bajo cierta hipotesis la
distribucion de muestreo de un estadistico S es una distribucion normal con media ug y desviacion
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tipica s Asi pues, Ia distribucién de la variable tipificada z, dada por z = (S — ug)/o, ¢s la
distribucion normal canonica (media 0, varianza 1), como indica la Figura 10.1.

Region
critica
0.025

Region
critica

TR g 105

Figura 10.1.

Como se ve en la Figura 10.1, podemos tener 95% de confianza de que si la hipotesis es
verdadera, entonces el valor de = para un estadistico muestral S estara entre — 1.96 y 1.96 (porque ¢l
area bajo la curva normal entre esos valores es 0.95), Sin embargo, si al escoger una sola muestra al
azar hallamos que el valor de z de su estadistico esta fuera de ese rango, debemos concluir que tal
suceso podria ocurrir con una probabilidad de solo 0.05 (el 4rea total sombreada en la figura) s1 la
hipétesis dada fuera cierta. Diremos entonces que esta = difiere de forma significativa de lo que seria
de esperar bajo la hipotesis, y nos veriamos empujados a rechazar la hipotesis.

El area total sombreada 0.05 ¢s el nivel de significacion del contraste. Representa la probabili-
dad de equivocarnos al rechazar la hipotesis (o sea, la probabilidad de un error de Tipo 1). Asi pues,
decimos que la hipotesis se rechaza a un nivel de significacion 0.05. o que el valor de z del estadistico
muestral dado es significativo al nivel 0.05.

El conjunto de z fuera del rango —1.96 a 1.96 se llama la region critica de la hipotesis region de
rechazo de la hipotesis, o region de significacién. El conjunto de = en el ran go —1.96 a 1.96 se conoce
como region de aceptacién de la hipétesis o region de no significacion.

Basados en las anteriores observaciones, podemos formular la siguiente regla de decision (o
contraste de hipotesis o significacion):

Rechazar la hipotesis al nivel de significacién 0.05 si el valor de = para el estadistico S esta fuera
del rango —1.96 a 1.96 (o sea,siz > 1.96 0 z < —1.96). Esto equivale a decir que el estadistico
muestral observado es significativo al nivel 0.05.

Aceptar la hipotesis en caso contrario (o, si se desea, no tomar decision alguna).
Dado que 7 juega tan importante papel en ¢l contraste de hipotesis, se le llama un estadistico de
contraste.

Hay que hacer notar que se utilizan también otro nivel de significacion. Por ejemplo, si se usa ¢l
nivel 0.01, debe sustituirse el 1.96 de antes por 2.38 (véase Tabla 10.1). Cabe utilizar asimismo la
Tabla 9.1, ya que la suma de los niveles de significacion y de confianza cs 100%.

CONTRASTES DE UNA Y DE DOS COLAS

En el test precedente estibamos interesados en los valores extremos del estadistico S o en su
correspondiente valor de z a ambos lados de la media (o sea, en las dos colas de la distribucion).
Tales tests se llaman contrastes de dos colas o bilaterales.

Con frecuencia, no obstante, estaremos interesados tan solo en valores extremos a un lado de la
media (o sea, en una de las colas de la distribucion), tal como sucede cuando se contrasta la
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hipotesis de que un proceso es mejor que otro (lo cual no es lo mismo que contrastar si un proceso
es mejor o peor que el otro). Tales contrastes se llaman wnilaterales, o de una cola. En tales
situaciones, la region critica es una region situada a un lado de la distribucion, con area igual al
nivel de significacion.

La Tabla 10.1. que da valores criticos de - para contrastes de una o dos colas en varios niveles
de significacion, sera util como referencia posterior. Los valores criticos de = para otros niveles de
significacion se hallan a partir de la tabla de dreas de la curva normal (Apendice IT).

Tabla 10.1
Nivel de significacion. z 0.10 0.05 0.01 0.005 0.002
Valores criticos de - para —1.28 —1.645 —2.33 —2.58 —2.88
tests untlaterales o 1.28 I 0 1.645 o233 o 2.58 o 2.88
Valores criticos de = para - 1.645 —1.96 —2.58 - 2.81 —3.08
tests bilaterales v 1.645 y 1.96 y 2.58 y 2.81 y 3.08

CONTRASTES ESPECIALES

Para grandes muestras, las distribuciones de muestreo de muchos estadisticos son distribuciones
normales (o casi normales), v los contrastes anteriores pueden aplicarse a los = correspondientes.
Los siguientes casos especiales, tomados de la Tabla 8.1, no son sino unos pocos de los estadisticos
de interés practico. En cada caso los resultados son validos para poblaciones infinitas o para
muestreos con reposicion. Para muestreos sin reposicion en poblaciones finitas, esos resultados
requieren modificacion (veéase pag. 186).

. Medias. Aqui S = X, la media muestral; gs = uy = u, la media de la poblacion; y 65 = 0
= !‘T\T donde o es la desviacion tipica de la poblacion y N ¢l tamano de la muestra. El
valor - viene dado por

ok =

o :I.' \;‘ }p\lr

Cuando sea necesario, se utilizara la desviacion muestral 5 o § como estimacion de a.
Proporciones. Ahora § = P, la proporcion de «éxitos» en una muestra; gs = gp = p, donde
p ¢s la proporcion de éxitos de la poblacion y N el tamano de la muestra; y a5 = gp =

= \/pq}\« donde g = 1 — p.
El valor d¢ - viene dado por

[

e
' Pq/N
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En el caso P = X/N, donde X es ¢l numero real de éxitos en una muestra, z es

L X el

V/Npq
Estoes, uy = 4 = Np, 6y = 6 = ﬂ/Npq_ ys=x

Analogamente se obtienen los resultados para otros estadisticos,

CURVAS DE OPERACION CARACTERISTICAS; POTENCIA
DE UN CONTRASTE

Hemos visto como limitar ¢l error de Tipo I eligiendo adecuadamente el nivel de significacion. Es
posible evitar el riesgo de cometer error de Tipo 11 simplemente no aceptando nunca hipdtesis, pero
en muchas aplicaciones practicas esto es inviable. En tales casos, se suele recurrir a curvas de
operacion caracleristicas, o curvas OC, que son graficos que muestran las probabilidades de error de
Tipo II bajo diversas hipotesis. Proporcionan indicaciones de hasta qué punto un test dado nos
permitira evitar un error de Tipo TI; es decir, nos indicara la potencia de un test a la hora de
prevenir decisiones erréneas. Son utiles en ¢l disefio de experimentos porque sugieren entre otras
cosas el tamafio de muestra a manejar.

GRAFICOS DE CONTROL

A menudo adquicre importancia practica saber cuiando un proceso ha variado tanto que deben
adoptarse medidas para remediar la situacion. Tales problemas aparecen, por ejemplo, en ¢l control
de calidad. Los supervisores del control de calidad han de decidir frecuentemente si los cambios
observados se deben simplemente a fluctuaciones de azar o a cambios reales en un proceso de
produccion por deterioro de la maquinaria, descuidos de los empleados, etc. Los grdficos de control
ponen a nuestra disposicion un método sencillo y eficaz para enfrentarnos a esa clase de problemas
(véase Prob. 10.16).

CONTRASTES MEDIANTE DIFERENCIAS MUESTRALES

Diferencias de medias

Sean X, y X, las medias muestrales obtenidas en grandes muestras de tamafios N, y N, tomadas de
poblaciones con respectivas medias p; y p,, y desviaciones tipicas g, ¥y o, Consideremos la
hipotesis nula de que no hay diferencia entre las medias de las poblaciones (o sea, u; = u,), que es
como afirmar que las muestras se han tomado en dos poblaciones que ticnen la misma media.
Poniendo u; = p, en la ecuacion (5) del Capitulo 8, vemos que la distribucién de muestreo de
diferencia en medias estd casi normalmente distribuida, con media y desviacion tipica dadas por

SRS e

g7 g3
=0 G g e oLy 2 1
15 y Fl_%2 \/1;1 N, (1)
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donde podemos, si es necesario, usar las desviaciones tipicas muestrales s; y s, (0 §, y §,) como
estimaciones de o, y 7,.
Usando la variable tipificada = dada por

_:.X.l_XZ_O:XI_XZ (2)

Ox1—x? ax| -2

podemos contrastar la hipotesis nula frente a hipotesis alternativas (o la significaciébn de una
diferencia observada) a un nivel de significacién apropiado.

Diferencias de proporciones

Sean P, y P, las proporciones muestrales obtenidas en grandes muestras de tamafos N, v N,
tomadas de respectivas poblaciones que tienen proporciones p, y p,. Consideremos la hipotesis
nula de que no hay diferencia entre los parametros de las poblaciones (o sea, p, = p,) y por tanto
que las muestras se han tomado de una misma poblacion.

Poniendo p; = p, = p en la ecuacion (6) del Capitulo 8, vemos que la distribucién de muestreo
de diferencias en proporciones esta casi normalmente distribuida, con media y desviacion tipica
dadas por

il 1
Hpy - p2 0 ¥ Gpi-p2 = PQ’(E i ?2) (3)
donde il i 16
N, + N,

se usa como estimacion para la proporcion poblacional y donde ¢ = 1 — p.
Mediante la variable tipificada

B = F—0 = B
Z:l 2 :I 2 [4}

Op1-p2 Opi-p2

podemos contrastar diferencias observadas a un nivel de significacion apropiade vy, en consecuen-
cia, contrastar la hipotesis nula.
Contrastes que involucran a otros estadisticos se disefian de manera similar.

CONTRASTES MEDIANTE LA DISTRIBUCION BINOMIAL

También cabe disefiar contrastes mediante distribuciones binomiales (u otras distribuciones) de
forma parecida a como se ha hecho con la distribucién normal; los principios bisicos son esencial-
mente los mismos. Veanse Problemas 10.23 a 10.28.
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CONTRASTES DE MEDIAS Y PROPORCIONES USANDO DISTRIBUCIONES NORMALES
10.1. Hallar la probabilidad de sacar entre 40 y 60 caras inclusive en 100 tiradas de una moneda buena.

Solucion

De acuerdo con la distribucion binemial, la probabilidad pedida es

100 1 40 1 ad * 100 1 41 1 59 e 100 ] 60 -| al
aw )\2) \2 s\ \al o leag\a) \3
Como Np = 100(3) y Ng = 100(}) son ambos mayores que 5, la aproximacioén normal a la distribucion

binomial es correcta a la hora de evaluar esa suma. La media y la desviacion tipica del nimero de
caras en 100 tiradas son

p=Np=1003) =50 y o= ./Npg = /0000 =5

En una escala continua, decir entre 40 y 60 inclusive es como decir entre 39.5 y 60.5 caras. Luego

39.5 en unidades estandar = 325_2 — 229 60.5 en unidades estandar = w = 210

Probabilidad pedida = area bajo la curva normal entre z = —2.10y z = 2.10
= 2areaentre z = 0y z = 2.10) = 2(0.4821) = 0.9642

10.2. Para contrastar la hipotesis de que una moneda es buena, adoptemos la siguiente regla de decision:
Aceptarla si el nimero de caras en una sola muestra de 100 tiradas esta entre 40 y 60 inclusive.
Rechazarla en caso contrario.

(a) Hallar 1a probabilidad de rechazar la hipotesis cuando en verdad sea correcta.

() Representar graficamente la regla de decision y el resultado de la parte (a).

(¢) iQué conclusiones se desprenden si resultan 53 caras en la muestra de 100 tiradas? ;Y si salieran
60 caras?

(d) (Podria ser equivocada su conclusion sobre (¢)? Explicar la respuesta.

Solucion

(a) Del Problema 10.1, la probabilidad de no obtener entre 40 y 60 caras inclusive si la moneda es
buena, es 1 — 09642 = 0.0358. Luego la probabilidad de rechazar la hipétesis cuando sea
correcta es 0.0358.

(b) La regla de decision se ilustra en la Figura 10.2, que muestra las distribuciones de probabilidad
de caras en !00 tiradas de una moneda buena. Si una sola muestra de 100 tiradas arroja un -
entre —2.10 y 2,10, aceptamos la hipotesis; en caso contrario. la rechazamos y decidimos que la
moneda esta trucada.
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(@)

El error de rechazar la hipotesis siendo correcta es el error de Tipo I de la regla de decision;
y su probabilidad, 0.0358 segiin (a), esta representada por el area sombreada total en la figura. Si
una sola muestra de 100 tiradas da un nimero de caras cuyo z esta en las zonas sombreadas,
diremos que ese valor de z difiere de forma significativa del esperado si la hipotesis fuese
verdadera. Por tal razon, el area total sombreada (o sea, la probabilidad de un error de Tipo 1)
se llama el nivel de significacién de la regla de decision y vale 0.0358 en este caso. Asi que
podemos hablar de que rechazamos la hipotesis al nivel de significacion 0.0358 (o sea al 3.58%),
De acuerdo con la regla de decision, tendremos que aceptar la hipotesis de que la moneda es
buena en ambos casos. Cabe argumentar que con s6lo una cara mas ya la hubiésemos rechazado.
iSiempre tiene uno que enfrentarse a una linca brusca de division al tomar decisiones!

|

|

REGION DE |
]

RECHAZO

REGION DE
y RECHAZO

I
| !
REGION DE :
ACEPTACION

1

—2.10 zi=n 1

(39.5 caras) (60.5 caras)

Figura 10.2. Figura 10.3.

Si. Podriamos aceptar la hipotesis cuando en realidad es rechazable, como seria el caso por
ejemplo si la probabilidad de caras es 0.7 en vez de 0.3. El error cometido al aceptar la hipotesis
que debiera ser rechazada es el error de Tipo II de la decision. (Para mas detalles, véanse Pro-
blemas 10.10 a 10.12).

Disefiar una regla de decision para contrastar la hipétesis de que una moneda es buena y usar nivel
de significacion de () 0.05 y (b) 0.01.

Solucion

(@)

Primer método

Si el nivel de significacion es 0.05, cada area sombreada en la Figura 10.3 es 0.025 por simetria.
Entonces el area entre 0 y z; es 0.5000 — 0.0250 = 0.4750, y z; = 1.96; los valores criticos
—1.96 y 1.96 pueden leerse también en la Tabla 10.1. Asi pues, una posible regla de decision es:

Aceptar la hipotesis de que la moneda es buena si z esta entre —1.96 y 1.96.

Rechazarla en caso contrario.

Para expresar la regla de decision en términos del namero de caras que se obtendran en 64
tiradas de la moneda, nétese que la media y la desviacidn tipica de la distribucion de caras vienen
dadas por:

p=Np=6405 =32 y o=./Npg=.6405)05) =4

bajo la hipotesis de que la moneda es buena. Entonces z = (X — p)fo = (X — 32)/4.8iz = 1,96,
entonces (X — 32)/4 = 196 y X = 3984; si = = —1.96, entonces (X¥— 32)/4 = —196 y
X = 24.16. Luego la regla de decision se convierte en:

Aceptar la hipotesis de que la moneda es buena si ¢l nimero de caras esta entre 24.16 v 39.84
(o sea, entre 25 y 39 inclusive).
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Rechazarla en caso contrario,

Segundo método

Con probabilidad 0.95, el nimero de caras estard entre ¢ — 1.960 y u + 1.960 (0 sea, entre
Np — 1.96,/Npg y Np + 1.96\/;’\"pq, es decir, entre 32 — 1.96(4) = 24.16 y 32 + 1.96(4) = 39.84,
lo que conduce a la regla de decision precedente.

Tercer método

Como —1.96 < z < 1.96 es equivalente a —1.96 < HX — 32) < 1.96, entonces — 1.96(4) <
< (X — 32) < 1.96(4), 0 sea 32 — 1.96(4) < X < 32 + 1.96(4) (0 sea, 24.16 < X < 39.84), que
también conduce a la anterior regla de decision.

{(h) Si el nivel de significacion es 0.01, cada area sombreada en la Figura 10.3 es 0.005. Luego el area
entre 0y z; es 0.5000 — 0.0050 = 0.4950 y =, = 2.58 (mas exactamente 2.575); esto puede leerse
en la Tabla 10.1. Siguiendo el procedimiento del segundo método de la parte (@), vemos gue con
probabilidad 0.99 ¢l numero de caras estara entre u — 2.580 y ¢ + 2.584, que son 32 — 2.58(4) =
= 2168 y 32 + 2.58(4) = 42.32. Luego la regla de decision es:

Aceptar la hipotesis si el niimero de caras esta entre 22 y 42 inclusive.

Rechazarla en caso contrario.
%

;Como disefiaria una regla de decision en el Problema 10.3 de modo que se evite el error de Tipo I1?

Solucién

Un error de Tipo Il consiste en aceptar una hipotesis falsa, y se puede evitar como sigue: en vez
de aceptar la hipotesis, simplemente no la rechazamos, lo que quiere decir que estamos rehusando
tomar decision en ese caso. Por ejemplo, podriamos enunciar la regla de decision del Problema 10.3(6)
asi:

No rechazar la hipotesis si el nimero de caras esta entre 22 y 42 inclusive.
Rechazarla en caso contrario.

En muchas situaciones practicas, es importante decidir si una hipotesis dada debe ser aceptada o
rechazada. Una discusion completa de tales casos requiere considerar los errores de Tipo II (véansc
Probs. 10.10 a 10.12).

En un experimento sobre percepcion extrasensorial (PES), un individuo en una habitacién es invitado
a adivinar el color (rojo o azul) de una carta elegida de un mazo de 50 cartas bien mezcladas por
otro individuo en otra habitacion. El no sabe cuintas rojas y cudntas azules hay en el mazo. Si el
sujeto identifica 32 cartas correctamente, determinar si el resultado es significativo al nivel (a) 0.05 y

(h) 0.01.

Solucion

Si p es la probabilidad de que el sujete acierte el color de una carta, hemos de decidir entre dos
hipotesis: /

Hy: p = 0.5, y el sujeto esta simplemente diciendo colores al azar.

Hi: p > 0.5, y el sujeto tiene poderes de PES.

Comeo no estamos interesados en ¢l caso de gque obtenga muy pocos aciertos, sino en el de que
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10.6.

consiga muchos, escogemos un contraste de una cola. Si la hipotesis H,; es verdadera, la media y la
desviacion tipica del nimero de cartas acertadas vienen dadas por

p=Np=5005 =25 y o= Npg=./500505 =125 = 354

(@) Para un contraste unilateral al nivel de significacion 0.05, debemos tomar z, en la Figura 104
de modo que el area en la region critica sea 0.05. Entonces, el area entre 0 y z; es 04500 y
z; = 1.645; lo que puede verse también en la Tabla 10.1. Luego nuestra regla de decision (o
contraste de significacion) es:

Si el z observado gs mayor que 1.645, el resultado es significativo al nivel 0.05 y el individuo
tiene poderes PES.

En caso contrario, ¢l resultado se debe al azar (no es significativo al nivel 0.05) y el sujeto no
tiene PES.

I
I
| REGION
b CRITICA

Figura 10.4.

Como 32 en unidades estandar es (32 — 25)/3.54 = 1.98, que es mayor que 1.645, concluimos
que, al nivel 0.05, ¢l individuo tiene poderes de PES.

Notese que en realidad deberiamos aplicar una correccion de continuidad, porque 32 en
escala continua estd entre 31.5 y 32.5. Sin embargo, 31.5 tiene un valor estandar de (31.5 — 25)/3.54 =
= 1.84, y por tanto se¢ alcanza idéntica conclusion.

(b) Si el nivel de significacion es 0.01, el area entre 0 y z,; es 0.4900, y z; = 2.33. Como 32 (o 31.5)
en unidades estandar es 1.98 (o 1.84), que es menor que 2.33, concluimos que el resultado no es
significative al nivel 0.01. :

Algunos estadisticos adoptan la terminologia de que los resultados significativos al nivel 0.01 son
altamente significativos, los que lo son al 0.05 pero no al 0.01 son prebabiemente significativos, y los,
que ni lo son al 0.05 se dicen no significativos. De modo que en ¢l anterior experimento, el resultado
es probablemente significative, de manera que seria conveniente una investigacion adicional. &

Como los niveles de significacion sirven de guia al tomar decisiones, algunos estadisticos citan las
probabilidades implicadas. Asi, como Pr{z > 1.84} = 0.0322, en este problema, dirian que sobre la
base del experimento, la probabilidad de equivocarnos al concluir que ¢l sujeto tiene PES es de
alrededor de un 3%. La probabilidad obtenida (0.0322 en este caso) se suele llamar nivel de significa-
cién experimental o descriptivo.

Un laboratorio de farmacia sostiene que uno de sus productos es 90% cfectivo para reducir una
alergia en 8 horas. En una muestra de 200 personas con esa alergia, el medicamento dio buen
resultado en 160. Determinar si la afirmacion del laboratorio es legitima.
Solucion

Sea p la probabilidad de curacién mediante ese farmaco. Hemos de decidir entre d-s hipotesis:

Hy: p = 09, y la afirmacion es correcta. H,;: p < 08,y la afirmacion es falsa.
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Como estamos interesados en determinar si la proporcion de personas curadas es demasiado baja,
elegimos un contraste de una cola. Si tomamos como nivel de significacion el 0.01 (o sea, si ¢l area
sombreada en la Figura 10.5 es 0.01), entonces z; = —2.33, como se ve del Problema 10.5(h) por
simetria de la curva o de la Tabla 10.1. Por tanto, adoptamos como regla de decision:

No es legitima si = es menor que —2.33 (en cuyo caso rechazamos Hy).

En caso contrario, es legitima y los resultados observados se deben al azar (en cuyo caso acep-
tamos Hy).

REGION
CRITICA

Figura 10.5.

Si H, es verdadera, entonces u = Np = 200(0.9) = 180 y ¢ = /Npg = /(200)(0.9)(0.1) = 4.24.
Ahora bien, 160 en unidades estandar es (160 — 180)/4.24 = —4.72, que es mucho menor que —2.33,

Luego, de acuerdo con nuestra regla de decision, concluimos que la afirmacion no es legitima v que
los resultados del muestreo son altamente significativos (véase el final del Prob. 10.5).

La vida media de una muestra de 100 tubos fluorescentes producidos en una empresa es de 1570 h
con una desviacion tipica de 120 h. Si g es la vida media de todos los productos en esa empresa,
contrastar la hipotesis de que ¢ = 1600 h contra la hipotesis alternativa g # 1600 h, usando nivel
de significacion de («) 0.05 y () 0.01.

Solucitén
Debemos decidir entre dos hipotesis:

Hy:p = 1600 h
Hy:p #1600 h

Puesto que u # 1600 incluye valores mayores y menores que 1600, usaremos un contraste de dos
colas.

(¢) Para un contraste de dos colas al nivel de significacion de 0.05, tenemos la siguiente ?]a de
decision: ;
Rechazar H si el = de la media muestral esta fuera del rango —1.96 a 1.96.
Aceptar H en caso contrario.

El estadistico bajo consideracién es la media muestral X. La distribucion de muestreo de X
tiene media puy = p y desviacion tipica oy = r;r,.-"\_,-"'_a\’._ donde i v ¢ son la media y la desviacion
tipica de toda la poblacion de tubos producidos por la empresa. Bajo la hipotesis I{,, tenemos

u = 1600 y o5 = a;'\/ﬁ = 120;'\/'ﬁ = 12, usando la desviacion tipica muestral como
estimacion de 0. Como z = (¥ — 1600)/12 = (1570 — 1600)/12 = —2.50 esta fuera del rango

—1.96 a 1.96, rechazamos f, al nivel de significacion 0.05,

(b) !Sll el nivel de significacioén es 0.01, el rango pasa a ser —2.58 a 2.58. Asi pues, como el valor
—2.50 de =z cae dentro de ese rango, aceptamos A (o rehusamos tomar decision al nivel de
significacion 0.01.
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10.8. En el Problema 10.7, contrastar la hipotesis g = 1600 h frente a la hipdtesis alternativa g < 1600 h
con nivel de significacion de (a) 0.05 y (b) 0.01.

Solucion
Tenemos que decidir entre las hipotesis:
Hy: i = 1600 h
H:p < 1600 h
Habra que usar un contraste de una cola, porque la correspondiente figura es idéntica a la Figura 10.5
del Problema 10.6.

(a) Si el nivel de significacion es 0.05, ¢l area en sombra de la Figura 10.5 cs 0.05, y hallamos que
=, = —1.645. Por tanto, adoptamos como regla de decision:

Rechazar H,, si - es menor que —1.645.
Aceprarla en caso contrario (o declinar cualquier decision).

Ya que [como en el Prob. 10.7(«)] - es —2.50, menor que — 1.645, rechazamos H, al nivel
0.05. Notese que esta decision es idéntica a la alcanzada en el Problema 10.7(q) por medio de un
contraste bilateral.
{b) Si el nivel de significacion es 0.01, el valor =, en la Figura 10.5 es —2.33. Por consiguiente,
adoptamos la regla de decision siguiente:

Rechazar H, si - es menor que —2.33.
Aceptar Hy, en caso contrario (o declinar cualquier decision).

Ya que [como en el Prob. 10.7(a)] z es —2.50, menor que —2.33, rechazamos H, al nivel
0.01. Notese que esta decision no es la alcanzada en el Problema 10.7(h) por medio de un
contraste bilateral.

Se deduce que las decisiones relativas a una cierta hipotesis [, que estan basadas en
contrastes de una o dos colas no siempre concuerdan. Lo cual era de esperar, naturalmente, pues
estamos contrastando H, frente a alternativas diferentes seglin el caso.

10.9. Las tensiones de ruptura de los cables fabricados por una empresa tiencn media de 1800 lib y una
desviacion tipica de 100 1b. Se desea comprobar si un nuevo proceso de fabricacién aumenta dicha
tension media. Para ello se toma una muestra de 50 cables y se encuentra que su tension media de
ruptura es 1850 Ib. (Se puede afirmar la mejoria del nuevo proceso al nivel de significacion 0.017

Solucion
Tenemos que decidir entre dos hipotesis:
H,: it = 1800 Ib, y no hay realmente cambio cn la tension de ruptura.
Hy: e > 1800 Ib, y hay realmente cambio en la tension de ruptura.

Hay que usar un contraste de una cola; el diagrama asociado con €l es idéntico a la Figura 10.4.
Al nivel de significacion 0.01, la regla de decision es:

Si el z observado es-mayor que 2.33, el resultado es significativo al nivel 0.01 y rechazamos H.

En caso contrario, se acepta H, (o se aplaza la decision).
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Bajo la hipotesis de que H, es verdadera, vemos que

¢ X — o 1850 — 1800 .
= = i e 0
al/N 100/,/50

que es mayor que 2.33. Asi que el resultado es altamente significativo y la afirmacion puede mante-
nerse.

CURVAS DE OPERACION CARACTERISTICAS

10.10. Refiriendo al Problema 10.2, jcual es la probabilidad de aceptar la hipotesis de que la moneda es
buena cuando la probabilidad real d¢ caras sea p = 0.7?

Solucion

La hipotesis H, de que la moneda es buena (o sea, p = 0.5), es aceptada cuando el niimero de
caras en 100 lanzamientos esta entre 39.5 y 60.5. La probabilidad de rechazar H, cuando deberia ser
aceptada (o sea, la probabilidad de un error de Tipo I) viene representada por el area total « de la
region sombreada de la izquierda en la Figura 10.6. Como calculamos en el Problema 10.2(a), esa
area. que representa el nivel de significacion del contraste de H, es igual a 0.0358.

p =05 p =07

Figura 10.6.

St p = 0.7, la distribucion de caras en 100 lanzamientos esta representada por la curva normal a
la derecha en la Figura 10.6. Del diagrama es claro que la probabilidad de aceptar H, cuando en
verdad p = 0.7 (es decir, la probabilidad de un error de Tipo 1) viene dada por el area rayada f de
la figura. Para calcularla, observamos que la distribucion bajo la hipotesis p = 0.7 tiene media y
desviacion tipica dadas por

= Np=(100007) =70 y o =./Npg = (100)0.7)(0.3) = 4.58

60.5 — 70
60.5 en unidades estandar = ——— = —2.07
4.58
: 2 395 — 70
39.5 en unidades estandar = ———— = —6.66
4.58
Entonces i = (area bajo la curva normal entre - = —6.66 y - = —2.07) = 0.0192

Luego hay poca opcidn, con la regla de decision adoptada, de aceptar la hipotesis de que la moneda
es buena si tiene en verdad p = 0.7.

Notese que en este problema se nos da la regla de decision, de la que calculamos x y f. En la
practica, aparecen otras dos posibilidades:

(1) Acordamos un z (tal como 0.05 o 0.01), llegamos a una decision y entonces calculamos f.
(2) Acordamos % y f, y entonces llegamos a una regla de decision.
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10.11. Resolver el Problema 10.10si (@) p = 0.6, (h)p = 0.8, (c)p = 09y (d)p = 04

Solucién

(a) Sip = 0.6, la distribucion de caras tiene su media y su desviacion tipica dadas por

4= Np = (100)06) =60 y o= /Npg = ./(100)0.6)(04) = 490

5 -
60.5 en unidades estandar = 50 6—0 = 0.102
4.90
39.5 — 60
39.5 idad tandar = — = —4.18
en unidades es ar 190
Entonces f = (4rea bajo la curva normal entre z = —4.18 y z = 0.102) = 0.5406

Asi que con la regla de decision dada existen muchas posibilidades de aceptar la hipotesis de
gue la moneda es buena aunque en realidad tiene p = 0.6.
(h) Sip = 0.8, entonces

i = Np=(100)08) =80 y o =/Npg =./(100)08)(0.2) = 4
60.5 — 80
60.5 en unidades estdndar = = —4.88

. ; 39.5 — 80
39.5 en unidades estandar = - 2 = —10.12
Entonces f§ = (area bajo la curva normal entre z = —1012 y z = —4.88) = 0.0000 muy
aproximadamente.

(¢) Comparando con la parte (b) o por calculo, vemos que si p = 09, entonces § = 0 a efectos

practicos.

(d) Por simetria, p = 0.4 da el mismo valor de B que p = 0.6 (es decir, f = 0.5040).

10.12. Representar los resultados de los Problemas 10.10 y 10.11 construyendo un grafico de (g) f versus p
y (b) (1 — p) versus p. Interpretar los graficos obtenidos.

Solucién

La Tabla 10.2 muestra los valores de f correspondientes a valores dados de p, tal como se obtienen
en el Problema 10.10 y en el 10.11. Aqui § representa la probabilidad de aceptar la hipotesis p = 0.5
cuando p es algln otro valor; si en verdad es p = 0.5, podemos interpretar ff como la probabilidad
de aceptar p = 0.5 cuando de hecho debia ser aceptada. Esta propiedad es 1 — 0.0358 = 09642 y
se ha incluido en la Tabla 10.2.

Tabla 10.2

P ‘ 0.1 0.2 03 \ 0.4 0.5 0.6 ‘ 0.7 0.8 N 0.9

B \ 00000 | 0.0000 | 0.0192 \ 0.5040 | 0.9642 | 0.5040 ~ 0.0192 | 0.0000 l 0.0000
|

(a) El grafico de p versus p, que s¢ ve en la Figura 10.7(a), se llama la curva de operacion caracteris-
tica, o curva OC, de la regla de decision (o contraste de hipotesis). La distancia de su maximo a
la recta f = 1 es igual a = = 0.0358, el nivel de significacion del test.



TEORIA ESTADISTICA DE LAS DECISIONES .

En general, cuanto mas agudo el pico de la curva OC, mejor es la regla de decision a la hora
de rechazar hipdtesis incorrectas.
(b) El grafico de (1 — B) versus p, Figura 10.7(h), se llama la curva de potencia de la regla de decision.
Se obtiene sin mas que invertir la curva OC; luego ambos graficos son equivalentes.
La cantidad (1 — fi) se suele llamar una funcién de potencia, porque indica la patencia de un
test (0 contraste) par® rechazar hipotesis falsas, rechazables en consecuencia. La cantidad § se
llama funcion de operacion caracteristica de un test.

10.13. Una compafiia produce sogas cuya tension de ruptura tiene media de 300 Ib y desviacion tipica de
24 1b. Se espera que un nuevo proceso de fabricacion haga crecer la media.

() Disenar una regla de decision para rechazar el proceso antiguo al nivel de significacion 0.01 con
una muestra de 64 sogas.

(h) Con esa regla de decision, jcudl es la probabilidad de aceptar el antiguo procedimiento cuando
de hecho el nuevo ha aumentado la tensién media de las sogas a 310 Ib? Suponemos que la
desviacion tipica es todavia de 24 |b.

B 1 —§
1.0 1.0
x = 00338
0.y — 9 —
0.5 — 0.8 —
0.7 — oA
0.6 _| 0.6 —
0.5 — 0.5 —f
0.4 — 0.4 —
0.3 — 93
0.2 — 0.7 —
0.1 — 0.1 — ‘
z = 0.0358
S Te) B | T T T T T i P T T T T T T T T T B
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 l“f' 0.8 1.0

Figura 10.7.

Solucion

{¢) Si pes la tension media de ruplura, queremos decidir entre dos hipotesis:
Hy: it = 300 Ib, y el nuevo proceso es como el antiguo.
H,: e = 300 Ib, y el nuevo proceso es mejor que ¢l antiguo.

Para un contraste de una cola al nivel de significacion (.01, tenemos la siguiente regla de decision
[vease Fig. 10.8(a)]:

Rechazar H,, si el valor = para la tension media de ruptura es mayor que 2.33,
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Aceptar H, en caso contrario.

A_’—,u__)?~—30[)

TSN i fa

Como

()

300 Ib 300 307 310

(a) (5)
Figura 10.8.

tenemos X = 300 + 3z. Entonces si z > 2.33, tenemos X > 300 + 3(2.33) = 307.7 Ib. Luego
la regla de decision anterior pasa a ser:

Rechazar H, si la tension media de ruptura de las 64 sogas excede de 307.0 Ib.
Aceptar H; en caso contrario.

Consideremos las dos hipotesis Hy: g = 300 1b y H,: p = 310 Ib. Las distribuciones de tensiones
medias de ruptura correspondientes a esas dos hipétesis estin representadas, respectivamente,
por las distribuciones normales izquierda y derecha de la Figura 10.8(h). La probabilidad de
aceptar el antiguo proceso cuando la nugva tension media de ruptura es 310 Ib viene representada
por la region de area f en la Figura 10.8(h). Para calcularla, notemos que 307.0 en unidades
estandar es (307.0 — 310)/3 = —1.00, luego

B = (4rea bajo la curva normal de la derecha, a la izquierda de z = —1.00) = 0.1587

Esa es la probabilidad de aceptar Hy: g = 300 1b cuando realmente H,: p = 310 Ib es cierto (o
sea, es la probabilidad de cometer un error de Tipo II).

10.14. Construir (2) una curva OC y (b) una curva de potencia, para el Problema 10.13, supuesto que la
desviacion tipica sigue siendo de 24 1b.

Solucién

Por un razonamiento similar al usado en el Problema 10.13(h), podemos hallar f§ para los casos

en que el nuevo proceso de tensiones medias de ruptura y iguales a 3035 Ib, 315 Ib, etc. Por ejemplo, si
p = 305 Ib, entonces 307.0 Ib en unidades estandar es (307.0 — 305)/3 = 0.67, y por tanto

B = (area bajo la curva normal de la derecha, a la izquierda de z = 0.67) = 0.7486

De esta forma se obtiene la Tabla 10.3.

Tabla 10.3

U 290 295 300 305 310 315 320

i} 1.0000 1.0000 0.9900 0.7486 0.1587 0.0038 0.0000
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(@) La curva OC se ve en la Figura 10.9(a). En ella apreciamos que la probabilidad de conservar el
antiguo proceso si la nueva tensién media de ruptura es menor que 300 Ib es casi (excepto para
el nivel de significacion 0.01 cuando el nuevo proceso da una media de 300 Ib). Cae rapidamente
a cero, lo cual quiere decir que no hay practicamente opcidn de mantener el antiguo proceso
cuando la tension media de ruptura e€s mayor que 315 Ib,

B 1224
| x = 001 1.0 —

0.9 — l 0.9 —
0.8 — 0.8 —
0.7 — 0.7 -
0.6 — 0.6 — |
0.5 — 0.5 — i

— 0. —
0.3 — 0.3 —
0.2 — 0.2 —
) e x = 001

I T I T T I T T ! T T T T
290 295 300 305 310 315 320 # 290 235 300 305 3100 315 310 H
(a) {h)
Figura 10.9.

(h) La curva de potencia que muestra la Figura 10.9(h) admite la misma interpretacién que la curva
OC. De hecho, las dos curvas son esencialmente equivalentes.

Para comprobar la hip6tesis de que una moneda es buena (o sea, p = 0.5) mediante un cierto nimero |
de lanzamientos de dicha moneda, queremos imponer las siguientes restricciones: {

(1) La probabilidad de rechazarla cuando sea correcta ha de ser a lo sumo 0.05.
(2) La probabilidad de aceptarla cuando realmente p difiera de 0.5 en 0.1 o mas (es decir,
p = 060 p < 04) debe ser 0.05 a lo sumo. i

Determinar el minimo tamafio requerido para la muestra y enunciar la regla de decision resultante.

Solucién

Ahora hemos puesto cotas a los riesgos de error de Tipo 1y de Tipo II. Por ejemplo, la restriccion
(1) exige que la probabilidad de un error de Tipo I sea & = 0.05 como mucho, y la (2) que la
probabilidad de un error de Tipo I sea § = 0.05 a lo mas. La situacion se refleja en la Figura 10.10.

p =05 p =06

Figura 10.10.
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Sea N el tamafio requerido para la muestra y X el nimero de caras en N tiradas, por encima del
cual rechazamos la hipotesis de que p = 0.5. De la Figura 10.10, ¢l area bajo la curva normal
p = 0.5 es 0.025 a la derecha de

X—Np  X—05N X— 05N .

JNog  J/NO5035)  05/N
y el area bajo la curva normal p = 0.6 es 0.05 a la izquierda de

X — Np X — 06N X — 06N ©)

/Npa  JNOO(©A) 049 /N

{En realidad, el area entre (X — D.ﬁN),I’O.49V»’E y [[N — X) — 06N];’0.49ﬁ es 0.05; la ecua-
cion (5) es una aproximacion ajustada.} De la ecuacion 6

X — 05N
— =196 o sea X = 0.5N + 0.980,/N (7)
0.5/N
y por la ecuacion (6) de nuevo
iy AN
R U, o . et M = 0.806,/N (8)

v -

Y de (7) y (8) deducimos N = 318.98, luego la muestra ha de ser de 319 al menos (o sea, hay que
lanzar al menos 319 veces la moneda). Poniendo N = 319 en la ecuacion (7) u (8), X = 177.

Para p = 0.5 se tiene por tanto X — Np = 177 — 159.5 = 17.5. En consecuencia, adoptamos
la siguiente regla de decision:

Aceptar la hipotesis de que p = 0.5 si el numero de caras en 319 lanzamientos esta en el rango

159.5 + 17.5 (o sea, entre 142 y 177).

Rechazarla en caso contrario.

GRAFICOS DE CONTROL

10.16. Se construye una maquina para fabricar bolas de rodamiento con diametro medio de 0.574 cm y
desviacién tipica de 0.008 cm. Para determinar si funciona correctamente, se toma una muestra de 6
bolas cada 2 horas y se halla para cada una de las muestras el diametro medio.

(a) Disefiar una regla de decision con la que se esté muy seguro de que la calidad del producto
cumple los propositos exigidos.
(#) Ilustrar graficamente la regla de decision de («).

Solucién

(@) Con el 99.73% de confianza podemos decir que la media muestral X debe estar entre gy — 30z y
Uy + 3op 0 sea p — 36;'\/}{" apu + BJjﬁ. Como u = 0.574, ¢ = 0.008 y N = 6, se sigue
que con el 99.73% de confianza la media muestral deberia estar entre 0.574 — 0.024,’\/6 y
0.574 + 0.024,’\/6, o entre 0.564 y 0.584 cm. Luego nuestra regla de decision es como sigue:
Si una media muestral cae dentro del rango de 0.564 a 0.584, aceptamos que la maquina
funciona bien,
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St no. concluimos que no funciona bien e investigamos la razon.

(b) Se pueden anotar las observaciones en un grafico como el de la Figura 10.11, llamado un grdfico
de control de calidad. Cada vez que se toma una muestra, Se representa por un punto conereto.
En tanto que los puntos estan entre el limite inferior (0.564 cm) y el superior (0.584 cm), el proceso
esta bajo control. Cuando un punto se sale de esos limites de control (como sucede con la tercera
muestra lomada el jueves), existe la posibilidad de gue algo falle, y se hace preciso investigarlo.

Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes

0.584
5 *
5 L ®
o
= [ ] L )
F el
=
E 0D.574
= L]
2 " L e
= . "

[
@ L] ®
n.i64
(]

Figura 10.11.

Los limites de control antes especificados se llaman los limites de confianza 9.73%, o mas
brevemente, los limites 3¢. Otros limites de confianza (tales como 99% o 95%) se determinan
del mismo modo. La eleccion en cada caso depende de las circunstancias particulares.

ONTRASTES MEDIANTE DIFERENCIAS DE MEDIAS Y PROPORCIONES

0.17. En un mismo examen realizado en dos cursos, la nota media del primero fue 74 con desviacion tipica
8. v en el otro fue 78 con desviacion tipica 7. ;Hay diferencia significativa entre las calificaciones de
ambos cursos al nivel de significacion (a) 0.05 y (#) 0.017

Solucion

Supongamos que los dos cursos provienen de dos poblaciones con medias respectivas i ¥ .
Hemos de decidir entre las dos hipotesis:

Hy: iy = p,. v la diferencia se debe al azar.
H,: iy # 45, v hay diferencia significativa entre los dos cursos,

Bajo la hipotesis H,. ambos cursos provienen de la misma poblacion. La media y la desviacion tipica
de la diferencia en medias vienen dadas por

0 N R Y
e = Gtray — o i it T |
Hx1-12 3 Fi—x2 N, N, 20 ' 50
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donde hemos usado las desviaciones tipicas muestrales como estimaciones de ¢, y o,. Asi pues

X, — ¥z 4 — 78
1.606 st

Gg—x2

(@) Para un test de dos colas, los resultados son significativos al nivel 0.05 si z esta entre — L
1.96, Luego concluimos que al nivel 0.05 hay diferencia significativa y probablemente es me
el segundo de los cursos.

() Para un test de dos colas, los resultados son significativos al nivel 0.01 s1 z estd entre —2.58°

2.58. Luego concluimos que al nivel 0.01 no hay diferencia significativa entre los dos cursos.
Puesto que los resultados son significativos al nivel 0.05 pero no al 0.01, se desprende que
probablemente significativos (en la terminologia del final del Prob. 10.5).

La altura media de 50 estudiantes varones con aptitudes superiores a la normal en activida :
deportivas universitarias es 68.2 in con desviacion tipica de 2.5 in, mientras que 50 poco adictos
deporte dan una media de 67.5 in con desviacion tipica de 2.8 in. Contrastar la hipotesis de que los
estudiantes que practican deporte son mas altos que los demas.
Solucion

Hay que decidir entre dos hipotesis:

Hy: uy = i, y no hay diferencia.

H,: jt; > i, ¥ la altura media del primer grupo es mayor que la del segundo,

5 s
_\/50 %

donde hemos usado las desviaciones tipicas muestrales como estimaciones de ¢, y @,. Luego

Bajo la hipotesis H,,

(2.8)2
50

o1

Ny

a3
N,

3 ik

Hri-x =0 y Gx1 = 0.53

67.5

Yo = 2 — 67
=1 2 _ 582 = 1.32

539 enaniatg 50050

Con un contraste de una cola al nivel de significacion 0.05, rechazariamos H,, si z fuera mayor que
1.645. Asi que no podemos rechazarla a este nivel de significacion.

Hay que hacer notar, no obstante, que la hipotesis puede ser rechazada al nivel 0.01 si estamos
dispuestos a correr el riesgo de equivocarnos con una probabilidad de 0.10 (un 10%).

;Cuanto hay que aumentar el tamafio de la muestra en cada uno de los grupos del Problema 10.18
al objeto de que la diferencia observada de 0.7 in en las alturas medias sea significativa al nivel
(a) 0.05 y (b) 0.017

Solucion

Sea N el tamafio de la muestra en cada grupo y supongamos que la desviacion tipica de los grupos
sigue siendo la misma. Entonces, bajo la hipétesis H, tenemos

2

2 o2 2.5 + (2.8 1409 3.7
b ey it R e

wn

ri-pz =0 ¥

=]

v
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Para una diferencia observada en alturas medias de 0.7 in, tenemos pues

LRy 07 03N

osim | 35, /N 375

(@) La diferencia observada sera significativa al nivel 0.05 si O.?VW.B.?S = 1.645 al menos, de modo
que N ha de ser al menos 78. Por tanto debemos aumentar el tamafio de la muestra en al menos
(78 — 50) = 28.

Otro método

0.7/N 3.75)(1.645
3\?/5_ > 1645 /N> % JN288 N>T714 o N>T8

(b) La diferencia observada sera significativa al nivel 0.01 s1

07/N

— _ (37923)
375 VN >

=23
; 0.7

JN =125 N> 153 o N> 157

Luego hemos de incrementar el tamafio de la muestra en el menos (157 — 50) = 107.

Dos grupos 4 y B consisten en 100 personas cada uno, aquejadas todas de cierta enfermedad. Se
suministra un suero al 4 pero no al B (que se llama el control); por lo demas ambos reciben idéntico
tratamiento. Se encuentra que 75 individuos del A y 65 del B se recuperan de la enfermedad.
Contrastar la hipétesis de que el suero cura la enfermedad al nivel de significacion (a) 0.01, (b) 0,05
y (¢) 0.10.

Solucion

Sean p, y p, las propotciones de poblacion curadas (1) con, y (2) sin ese suero. Hemos de decidir
entre dos hipotesis:

Hy: py, = py v la diferencia observada se debe al azar (¢l suero es ineficaz).
Hi:py > py, yel suero es eficaz.

Bajo la hipotesis H,,

| 1 1
Hpr-p2 = 0 y Opi-p2 = \/P‘?(Nl ‘,\2) \/(0 70)(0. 30)(@ 2o ﬁ) = 0.0648

donde hemos usado como estimacion de p la proporcion media de curaciones en los dos grupos
muestra, dadas por (75 + 65)/200 = 0.70, donde ¢ = 1 — p = 0.30. Por tanto

_ P — P _0750-0650
D g 00648 TR

(@) Con contraste de una cola al nivel de significacion 0.01, debemos rechazar H, solo si ¢l valor =
es mayor que 2.33. Como z es 1.54. concluimos que los resultados s¢ deben al azar, a este nivel
de significacion.

() Con contraste de una cola al nivel de significacion 0.05, debemos rechazar Hy; sdlo si el valor z
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10.21.

10.22.

es mayor que 1.645. Por tanto, concluimos que los resultados se deben al azar a este nivel de
significacion también,

(¢) Con contraste de una cola al nivel de significacion 0.10, debemos rechazar I{, solo si el valor =
es mayor que 1.28. Como = es 1.54, concluimos que ¢l suero es eficaz a este nivel de significacion.

Notese que estas conclusiones dependen de cudnto estamos dispuestos a arriesgar en equivocarnos.
Si los resultados fuesen realmente debidos al azar, pero concluyésemos que el suero es eficaz (error
de Tipo 1), podriamos proceder a suministrarlo a grupos mas grandes de enfermos, y nos convence-
riamos finalmente de su ineficacia. Es un riesgo que no siempre se esta dispussto a correr.

Por otro lado, podriamos concluir que el suero no es efectivo, cuando en verdad lo fuese (crror
de Tipo I1). Tal conclusion es muy peligrosa, especialmente si hay vidas en juego.

Resolver el Problema 10.20 si cada grupo consta de 300 enfermos y se curan 225 del 4 y 195 del B.

Solucion

En estc caso las proporciones de curacion son 225/300 = 0.750 y 195/300 = 0.650, iguales que
en el Problema 10.20. Bajo la hipotesis H,

1 1 1
-pz = 0 / _pa = — + — 0.70)(0.30) — + =— | = 0.0374
Up1-p2 ¥ Tpy—p2 P‘f'(Nl o N2> \/( " }< Tie 300)

donde (225 + 195)/600 = (.70 se usa como estimacion de p. Luego

P, — P, 0750 — 0.650
s= = - =267
Gt 0.0374

Como este valor de - es mayor que 2.33, podemos rechazar la hipotesis al nivel de significacion 0.01;
es decir, concluimos que el suero es efectivo con solo un 1% de probabilidad de equivocarnos.

Esto ensefia la importancia del tamarfio de la muestra en la fiabilidad de las decisiones. En muchos
casos, sin embargo, puede no ser factible aumentar el tamafio. En tal circunstancia, estamos obligados
a tomar decisiones sobre la base de la informacion disponible y arrostrar, por tanto, mayores riesgos
de equivocacion.

Un sondeo de 300 votantes del distrito 4 y 200 del B dan 56% y 48% respectivamente de votos ¢n
favor de un cierto candidato. Al nivel de significacion 0.05, contrastar la hipotesis de que (a) hay
diferencia entre los distritos y (b) ese candidato es ¢l preferido en el distrito A.

Solucién

Sean p, y p, las proporciones de todos los votantes en los distritos 4 y B, respectivamente, que
son favorables a ese candidato. Bajo la hipotesis Hy: p; = p,, tenemos

T 1
Hpi-pz = 0 ¥ Opi-p2 = \/PQ(F' = E) \/(0 528)(0. 472)(360 ) = 0.0456

donde hemos usado como estimaciones para p y ¢ los valores[(0.56)(300) + (0.48)(200) /500 = 0.528
y (1 — 0.528) = 0.472, respectivamente. Luego

P, — P, 0.560 — 0.480
g ke Fa geilbGT SUREL Coyige
I 0.0456
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{a) Si sélo deseamos averiguar si hay diferencia entre los dos distritos, hemos de decidir entre las
hipotesis H,: p; = pa ¥y Hy:ipy # p,, que implican un test de dos colas. Con el, rechazariamos H,
al nivel de significacion 0.05 si z cae fuera del intervalo —1.96 a 1.96. Como z = 1.75 cae dentro
de ese intervalo, no podemos rechazar [, a este nivel; esto es, no hay diferencia significativa
entre los distritos.

(A) Si queremos determinar si el candidato es preferido en el distrito A, debemos decidir entre
Hy:py = p, vy Hy: pp > p,, lo cual implica un contraste de una cola. Usandolo al nivel de
significacion 0.05, rechazaremos H, si z es mayor que 1.645. Ya que tal es ¢l caso, podemos
rechazar H, a este nivel y concluir que el candidato es preferido en el distrito A.

CONTRASTES MEDIANTE LA DISTRIBUCION BINOMIAL

10.23.

10.24.

10.25.

Un profesor propone a sus alumnos 10 cuestiones verdadero-falso. Para comprobar la hipodtesis de
que los estudiantes contestan al azar, adopta la siguiente regla de decision:

Si al menos 7 respuestas son acertadas, el estudiante no ha contestado al azar.
Si hay menos de 7 correctas, ha contestado al azar.

Hallar la probabilidad de rechazar la hipotesis cuando sea correcta.

Soluciéon

Sea p la probabilidad de que una cuestion sea acertada correctamente. La probabilidad de lograr
X correctas de las 10 es (4)p¥¢'® %, con ¢ = 1 — p. Bajo la hipdtesis p = 0.5 (o sea, el estudiante
responde al azar),

Pr{7 o mas correctas} =Pr{7 correctas} + Pr{8 correctas} + Pr{9 correctas] 4 Pr{10 correctas|
IOV AL/ I\ 1N 10N/ 11\°(1 10N/ 1)*°
= = l= =)= = (= =] =04719
(IO )6 G )G G-k

Asi que la probabilidad de concluir que no contestaban al azar cuando realmente si lo hacian, es
0.1719. Notese que esta cs la probabilidad de un error de Tipo 1.

En el Problema 10.23, hallar la probabilidad de aceptar la hipotesis p = 0.5 cuando en realidad
p =07

Solucion

Bajo la hipotesis p = 0.7.

Pr{menos de 7 correctas}=1—Pr{7 o mas correctas; =
: 1 1 ‘10
=1— o (0.7)7(0.3)* + o (0.7)5(0.3)* + 0)((17)"{0.3)4r (0.3)19 |=
7 8 9, 10
=0.3504

En el Problema 10.23. hallar la probabilidad de aceptar la hipotesis p = 0.5 cuando (a) p = 0.6,
B p=08(@p=09(@p=04p=03(p=02y(Ep=0L

Solucion

(@) Sip =08,
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10.26.

10.27.

Probabilidad pedida=1—[Pr{7 correctas} + Pr{8 correctas} + Pr(9 correctas} + Pr{10 correctas}]

=1- [(1?0)(0,6]7[0.4)3 + (180)0.6]3({14]'2 + (]90)[0.6]9(0.4)+ Gg)ﬂlé}“’] =0.618

Los resultados de las partes (b) hasta (g) se pueden obtener de manera analoga, y se recogen en
la Tabla 104, junto con los valores correspondientes a p = 0.5 y p = 0.7. Notese que la probabilidad
en la Tabla 10.4 se denota por f (probabilidad de un error de Tipo II); la entrada § para p = 0.5
viene dada por f = 1 — 0.1719 = 0.828 (del Prob. 10.23), y para p = 0.7 del Problema 10.24.

Tabla 10.4

P 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

B 1.000 0.999 0.989 0.945 0.828 0.618 0.350 0.121 0.013

Con ayuda del Problema 10.25, construir el grafico de f versus p, obteniendo asi las curvas de
operacion caracteristicas de la regla de decision del Problema 10.23.

Soluciéon

El gréfico requerido es ¢l de la Figura 10.12: obsérvese el parecido con la curva OC del Pro-
blema 10.14. Si hubiésemos representado (1 — f) versus p, hubiéramos obtenido la curva de potencia
de la regla de decision. El grafico indica que la regla de decision es potente para rechazar p = 0.5
cuando realmente p < 04 0p = 08.

Una moneda da 6 caras en 6 tiradas. ;Podemos concluir el nivel de significacion (4) 0.05 y (&) 0.01
que esta trucada? Considerar tanto contraste de una como de dos colas.

B

1.0

.4 —
0.3 -

0.2 -

0.2 0.4 0.6 0.8 L0
Figura 10.12.
Solucion

Sea p la probabilidad de cara en una sola tirada de esa moneda. Bajo la hipotesis Hy: p = 0.5
(o sea, la moneda es buena),

; 6N/ 1V 1\ X 6\/ 1
p(X) = Pr{X caras en 6 tiradas} = (X)(E) (i) = (X)(a)
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Asi pues, las probabilid_ades de 0, 1, 2, 3, 4, 5 y 6 caras vienen dadas, respectivamente, por 2, &,

13 28, &3 & ¥ &4 representadas en la distribucion de probabilidad de la Figura 10.13.

piX)

20/64

Figura 10.13.

Contraste de una cola

Aqui hay que decidir entre Ias h:potcms Hy.p =05y Hi:p > 05 Como Pr{6 caras} = ¢ =
= 001562 y Pr{5 6 6 caras} = ¢&& + & = 0.1094, podemos rechazar H,, al nivel 0.05, pero no al 0.0
(es decir, el resultado observado es significativo al nivel 0.05 pero no al 0.01),

Contraste de dos colas

Ahora hemos de decidir entre Hy:p = 0.5y Hy: p # 0.5. Ya que Pr{0 6 6 caras} = & + & =
= 0.03125, podemos rechazar H, al nivel 0.05 pero no al 0.01.

10.28. Resolver el Problema 10.27 si la moneda diese 5 caras.
Solucién

Contraste de una cola

Como Pr{5 6 6 caras} = & + &5 = &5 = 0.1094, no podemos rechazar H,, al nivel 0.05 ni al 0.01,

Contraste de dos colas

Como Pr{0 616566 caras} = 2(34) = 0.2188, no podemos rechazar H,, al nivel 0.05 ni al 0.01.

NTRASTES DE MEDIAS tantas de un color como del otro, tomamos
PROPORCIONES USANDO una muestra de 64 fichas con reposicion y
A DISTRIBUCION NORMAL adoptamos la siguiente regla de decision:

.29. Una urna contiene fichas rojas y azules. Aceptar la hipotesis si se sacan entre 28
Para comprobar la hipotesis de que hay y 36 rojas.
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10.30.

10.31.

10.32.

10.34.

10.35.

Rechazarla en caso contrario.

(@) Hallar la probabilidad de rechazar la
hipotesis, siendo ésta verdadera.

(h) Representar graficamente la regla de
decision y el resultado de (a).

(@) ¢Que regla de decision adoptaria en el
Problema 10.29 si se exige que la proba-
bilidad de rechazar la hipotesis, sicndo
ésta clerta, no sea mayor que 0.01 (o
sea, si se desea un nivel de significacion
0.01)?

(h) ¢A qué nivel de confianza aceptaria la
hipotesis?

(¢) ¢Cual seria la regla de decision s1 se
adoptara el nivel de significacion 0.057

Supongamos que en el Problema 10.29 que-
remos comprobar la hipotesis de que hay
mayor proporcion de rojas que de azules.

(a) (Qué tomaria como hipétesis nula y
como hipotesis alternativa?

(h) ¢Usaria un contraste de una o de dos
colas? ;Por que?

(¢) ;Qué regla de decision adoplaria para
un nivel de significacion de 0.05?

(d) (Cual es la regla de decision si el nivel
de significacion es 0.017

Se tira un par de dados 100 veces y se ve
que aparece suma 7 ¢n 23 ocasiones. Con-
trastar la hipdtesis de que los dados son
buenos al nivel de significacion 0.05 mediante
un contraste de (a) una cola y () dos colas.
Discutir las razones, si las hay, para preferir
uno de ellos.

Rehacer el Problema 10.32 si el nivel de
significacion es 0.01.

Un fabricante afirma que al menos el 95%
del equipamiento que ha suminisirado a un
cliente es acorde a las especificaciones. El
examen de una muestra de 200 piezas revela
que 18 eran defectuosas. Conltrastar su afir-
macion al nivel de significacion (a) 0.01 y
(h) 0.05.

El porcentaje de grados A en un curso de
Fisica de cierta Universidad en un largo

10.36.

10.37.

10.38.

periodo de tiempo fue del 10%. Durante un
curso particular hubo 40 grados A entre
300 estudiantes. Contrastar la significacion
de tal resultado al nivel de significacion (a)
0.05 y (b) 0.01.

Se ha visto experimentalmente que la ten-
sion media de ruptura de cierta clase de
sedal es 9.72 onzas (0z) con desviacion tipica
de 1.40 oz. Recientemente, una muestra de
36 piezas ha dado una media de 8.93 oz
(Puede concluirse que ha empeorado la cali-
dad al nivel de significacion (a) 0.05 y (b)
0.017

En un examen dc muchos estudiantes de
diversos colegios, 1a nota media ha sido 74.5
con desviacion tipica de 8.0. En un colegio
particular, con 200 estudiantes, la nota
media es 75.9. Discutir la significacién de
tal resultado al nivel de significacion 0.05
desde el punto de vista de un contraste de
(@) una cola y (h) de dos colas, explicando
cuidadosamente qué conclusiones sc des-
prenden de cllos.

Resolver el Problema 10.37 al nivel de sig-
nificacion 0.01.

CURVAS DE OPERACION
CARACTERISTICAS

10.39.

10.40.

10.41.

Refiriéndonos al Problema 10.29, hallar la
probabilidad de aceptar la hipotesis de que
haya igual proporcion de rojas y azules
cuando la proporcion real p de fichas rojas
¢s (a) 0.6, (b) 0.7, (¢) 0.8, () 09 y () 0.3,

Representar los resultados del Problema 10.39
en un grafico de (a) f versus py (B} | — f8
versus p. Compararlos con los del Pro-
blema 10.12, considerando la analogia de
fichas rojas y azules con cara y cruz, res-
pectivamente.

(¢) Resolver los Problemas 10.13 y 10.14 s1
se acuerda tomar una muestra de 400
S0g4as.

(h) (Qué conclusion se desprende acerca
de los riesgos de error de Tipo Il cuando
se aumenta el tamanoc de la muestra?




10.42.

Construir (¢) una curva OC y (b) una curva
de potencia, para el Problema 10.31. Com-
paratlas con las del Problema 10.14.

GRAFICOS DE CONTROL DE CALIDAD

10.43.

10.44.

En el pasado, cierto tipo de sedal tenia una
tension de ruptura media de 8.64 oz con
desviacion tipica de 1.28 oz. Para determi-
nar si el producto mantiene su calidad sc
toma una muestra de 16 piezas cada 3 horas,
Registrar los limites de control {a) 99.73
(0 3a). (5) 99% vy (¢) 95% sobre un grafico
de control de calidad y explicar sus aplica-
ciones.

En promedio, un 3% de las tuercas fabri-
cadas por una empresa son defectuosas, Para
mantener esa calidad de produccion, se toma
una muestra de 200 tuercas cada 4 horas.
Determinar los limites de control (a) 99% y
(b) 95% para el nimero de tuercas defec-
tuosas en cada muestra. Notese que solo se
necesitan limites superiores de control en
esle cuso.

CONTRASTES MEDIANTE DIFERENCIAS
DE MEDIAS Y PROPORCIONES

10.45.

10.46.

10.47.

Una muestra de 100 bombillas de la marca
A dan vida media de 1190 h y desviacion
tipica de 90 h. Una muestra de 75 bombillas
de la marca B dan vida media de 1230 h ¥y
desviacion tipica de 120 h. ¢Hay diferencia

entre las vidas medias de esas dos marcas

de bombillas al nivel de significacion (@)
0.05 y () 0.017

En el Problema 10.45, contrastar la hip6-
tesis de que las bombillas de la marca B son
de mas calidad que Ias del A. usando nivel
de significacion (a) 0.05.y (b) 0.01. Explicar
las diferencias entre estos resultados y los
citados en la altima parte del Problema 1045,
iContradicen estos resultados a los del Pro-
blema 10.45?

En un examen de ortografia, la nota media
de 32 nifios ha sido 72 con una desviacion
tipica de 8, mientras que la nota media de
36 nifias ha sido 75 con una desviacion
tipica de 6. Contrastar la hipotesis de que
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10.48.

10.49,

10.50.

al nivel de significacion («) 0.05 v (H) 0.01.
las nifas superan a los nifios en ortografia.

Para comprobar los efectos de un nuevo
fertilizante en la produccion de Lrigo, s esco-
gieron 6() campos cuadrados de iguales arcas.
calidades de tierra, horas de sol. ete. Se uti-
liz6 en 30 de ellos el nuevo fertilizante yel
antiguo a los demas. El nimero medio de
bushels (bu) de trigo cosechados por cua-
drado fueron 18.2 bu con desviacion tipica
de 0.63 bu, en los del nuevo fertilizante, y
17.8 bu con una desviacion tipica de 0.54 bu,
en los del antiguo. Usando nivel de signi-
ficacion de (a) 0.05 y (h) 0.01, contrastar la
hipotesis de que el nuevo fertilizante ey mejor
que el antiguo.

Muestras aleatorias de 200 piezas produ-
cidas por una maquina A y 100 fabricadas
por otra B dicron 19 y 5 piezas defecluosas.
respectivamente. Contrastar las hipotesis de
que (a) las dos maquinas tienen distinta
calidad de produccion y (b) la B cs mejor
que la 4. Usar el nivel de significacion 0.05,

Dos urnas 4 y B contienen el mismo numero
de fichas, pero la proporcion de rojas y blan-
cas es desconocida en ambas. Una muestra
de 50 fichas tomada con reposicion en cada
una de ellas dio 32 rojas en la urna A y 23
en la B. Con el nivel de significacion 0.05.
contrastar las hipétesis de que () la pro-
porcion de rojas es la misma en las dos
urnas y () A4 tiene mayor proporcion de
rojas que B.

CONTRASTES MEDIANTE
LA DISTRIBUCION BINOMIAL

10.51.

10.52.

Con referencia al Problema 10.23, hallar
nimero minimo de cuestiones que un estu-
diante debe contestar correctamente para
que el profesor esté seguro con nivel de
significacion de (a) 0.05, () 0.01. (¢) D.001
¥ (d) 0.06 de que no ha sido por azar, Dis-
cutir los resultados.

Construir graficos similares a los del Pro-
blema 10.10 para el Problema 10.24.
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10.53.

10.54.

10.55.

Resolver los Problemas 10.23 al 10.25 cam-
biando en la regla de decision el 7 por 8.

En 8 tiradas una moneda ha dado 7 caras.
.Podemos rechazar la hipotesis de que la
moneda es buena al nivel de significacion
(a) 0.05, (b) 0.10 y (e) 0.017 Usar un con-
traste bilateral.

Repetir el Problema 10.54 con contraste
unilateral.

Repetir el Problema 10.54 si la moneda diera
cara las 8 veces.

10.57.

10.58.

10.59.

Repetir el Problema 10.54 si la moneda diera
cara 6 veces.

Una bolsa contiene un gran numero de bolas
rojas y blancas. Una muestra de § bolas da
6 blancas y 2 rojas. Mediante contrastes y
nivel de significacion adecuados. discutir la
proporcion de rojas y blancas en la bolsa.

Discutir como se puede recurrir a la teoria
del muestreo para investigar las propor-
ciones de distintos tipos de peces en un
lago.




CAPITULO 1 1

Teoria de pequefas muestras

PEQUENAS MUESTRAS

En capitulos precedentes hemos hecho uso de que para muestras de tamaiio N > 30, llamadas
grandes muestras, las distribuciones de muestreo de muchos estadisticos son aproximadamente
normales, siendo la aproximacion tanto mejor cuanto mayor sea N. Para muestras de tamafio
menor que 30, llamadas pequefas muestras, esa aproximacion no es buena y empeora al decrecer N,
de modo que son precisas ciertas modificaciones.

El estudio de la distribucion de muestreo de estadisticos para pequefias muestras se llama teoria
de peguefias muestras. Sin embargo, un nombre mas apropiado seria teoria exacta del muestreo,
pues sus resultados son validos tanto para pequefias muestras como para grandes. En ese capitulo
analizamos tres distribuciones importantes; la distribucién de Student, la distribucion ji-cuadrado y
la distribucion F.

DISTRIBUCION ¢t DE STUDENT
Definamos el estadistico

W= = (1)

que es analogo al estadistico z dado por
AR

" 6l JN

(véase pag. 225).

Si consideramos muestras de tamafioc N tomadas de una poblacién normal (o casi normal) con
media p y si para cada una calculamos ¢, usando la media muestral X y la desviacion tipica
muestral s o §, puede obtenerse la distribucion de muestreo para t. Esta distribucidn (véase Fi-
gura 11.1) viene dada por

Y, Y,
Y = 0 = ) {2)

2 \N2 2\ FE02
1 e

251
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donde Y, es una constante que depende de N tal que ¢l area total bajo la curva es 1, y donde la
constante v = (N — 1) se llama el nimero de grados de libertad (v es la letra griega nu). Para una
definicién de grados de libertad, véase pagina 255.
La distribucion (2) se llama distribucion t de Student en honor de su descubridor, W. S. Gossett.
quien publicd su obra bajo el pseudonimo de «Student» («estudiante») a principios de este siglo.
Para grandes valores de v o de N (ciertamente N > 30), las curvas (2) se ajustan mucho a la
curva normal canonica

como se muestra en la Figura 11.1.

INTERVALOS DE CONFIANZA

Al igual que se hizo con la distribucién normal, se pueden definir los intervalos de confianza 95%.
99%. u otros, usando la tabla de la distribucién ¢ en el Apeéndice III. De esta forma podemos
estimar 1a media de la poblacion dentro de limites especificados. A

0.4 Normal

|

—4 =3 =2 = 0 1 2 3 4
Figura 11.1. Distribucion r de Student para varios valores de v.

Por ejemplo, si —1 975 ¥ L.g75 son los valores de ¢ para los que el 2.5% del area esta en cada cola
de la distribucion 7, entonces el intervalo de confianza 95% para ¢ es

X =
")

—lgrs < \/ﬁ— 1 < 7915 3)

de donde vemos que u se estima que estara en ¢l intervalo

o L > S
X — I a7s !.,_7_ < < X + togs 77— (4)
JN -1 JN — 1
con ¢l 95% de confianza (o sea, probabilidad 0,95).
Notese que 7445 representa el valor 97.5 percentil, mientras que 7455 = —Z945 Iepresenta el

valor 2.5 percentil.




ar limites de confianza para medias pobiacionales por

Xl o )
N—1
donde los valores +t,, Nlamados valores criticos o coeficientes de confianza, dependen del nivel de
confianza deseado y del tamafio de la muestra. Pueden verse en el Apéndice III.
Comparando las ecuaciones (5) con los limites de confianza (X + zca,fV/fN ) del Capitulo 9,
pagina 211, vemos que para pequefias muestras débemos sustituir z, (obtenido de la distribucion

normal) por f, (obtenido de la distribucion de Student) v ¢ con /N/(N — 1)s = § que es la
estimacion muestral de ¢. Cuando N crece, ambos métodos tienden a coincidir.

CONTRASTES DE HIPOTESIS Y SIGNIFICACION

Los contrastes de hipotesis y significacion o reglas de decision (discutidos en ¢l Capitulo 10), se
extienden facilmente a pequenas muestras. La Gnica diferencia consiste en que el estadistico z queda
sustituido por el estadistico t.

1. Medias. Para constrastar la hipotesis H, de que una poblacion normal tiene medida p,
usamos el estadistico ¢

b Y —
F=tmligre s pbsliag
5 hi

JN (6)

donde X es la media de una muestra de tamafio N. Esto es analogo al uso de

Xk
y O’/\/.!\'_T -

para grandes N, excepto que se usa § = /N/(N — 1)sen lugar de ¢. La diferencia es que
mientras z esta normalmente distribuida, ¢ sigue la distribucién de Student. Al crecer N,
ambas tienden a coincidir.

2. Diferencias de medias. Supongamos que se toman dos muestras aleatorias de tamafios N, y
N, de poblaciones normales cuyas desviaciones tipicas son iguales (6, = o,). Y suponga-
mos ademas que estas dos muestras tienen medias X, y X, v desviaciones tipicas s, y s,.
respectivamente. Para contrastar la hipotesis H, de que las muestras provienen de la misma
poblacion (o sea, y; = u, y también a, = o,),

Xyas b \[NS2+N.§2
f— N onde. g b TT T Ee (7
o/1/N, + 1/N, Ny + N, =2

Su distribucion es una distribucién de Student conv = N, + N, — 2 grados de libertad. El uso
de (7) aparece como plausible si se hace 6, = 6, = o en el z de la ecuacion (2) del Capitulo 10, y se
usa entonces como estimacion de ¢ la media ponderada
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(Ny — st + (V, — 1)353 2B Nisi + Npsd

(N, = 1) + (N, — 1) _N1+N2—2

donde §f y $3 son las estimaciones sin sesgo de a7 y o2 (véase Propiedad 3 en la pagina 95).

DISTRIBUCION JI-CUADRADO

Definamos el estadistico

S, N X, -+ (X, -0+ -+ Xy — X
FOES= T P

(8)

donde y es la letra griega ji y x* se lee «ji-cuadrado».

Si consideramos muestras de tamarfio N tomadas de una poblacion normal con desviacion tipica
a, y si para cada muestra calculamos y?, se obtiene para ¥? una distribucién de muestreo, llamada
distribucion ji-cuadrado, que viene dada por

1 L: Lk
Y = YoptRe e = Yoyt e ©)

donde v = N — 1 es el numero de grados de libertad, e Y, es una constante que depende de v tal que
el area total bajo la curva es 1. La distribucion ji-cuadrado correspondientes a varios valores v se
muestran en la Figura 11.2. El maximo de Y ocurreen y* = v — 2 parav > 2.

}) .

0.5 4

0.4

0.3 —

0.2 1

0.1+

5 10 15 20

Figura 11.2. Distribuciones ji-cuadrado para varios valores de v.

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA
LA DISTRIBUCION JI-CUADRADO

Como se hizo con la distribucion normal y con la distribucion de Student, podemos definir los
intervalos y limites de confianza 95%, 99%. u otros, usando la tabla de la distribucion ji-cuadrado
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en el Apéndice IV. De este modo podemos estimar, dentro de limites especificados, la desviacion
tipica de la poblacion en términos de una desviacion tipica muestral s.

Por ejemplo, si 3455 ¥ 1575 son los valores de ¥* (llamados valores criticos) para los que el 2.5%
del area esta en cada cola de la distribucion, entonces el intervalo de confianza 95% es

)
X,Zoz-s < o < to1s ) (10)

del cual vemos que o se estima que estara en el intervalo

A g el ¥ (11)

£.975 Lozs

con el 95% de confianza. Otros intervalos de confianza se hallan de forma parecida. Los valores de
7025 V 1o+ TEpresentan, respectivamente, los valores 2.5 y 97.5 percentil.

El Apéndice IV da los valores percentiles correspondientes al niimero de grados de libertad .
Para grandes v(v = 30), podemos utilizar ¢l hecho de que (/27> — /2v — 1) esta casi normal-
mente distribuida con media 0 y desviacion tipica 1; luego se pueden usar tablas de la distribucion
normal si v = 30. Entonces, si 32 y z, son los p-ésimos percentiles de la distribucién ji-cuadrado y
de la distribucion normal, respectivamente, tenemos

1 = 3z, + \/f\}_:i-}z (12)

En esos casos, hay muy buen acuerde con los resultados obtenidos en los Capitulos 8 y 9
Para otras aplicaciones de la distribucion ji-cuadrado, véase el Capitulo 12.

GRADOS DE LIBERTAD

Para el calculo de un estadistico tal como (1) u (8), es necesario emplear tanto observaciones de
muestras como propiedades de ciertos parametros de la poblacion. Si estos parametros son desco-
nocides, hay qLLe estimarlos a partir de la muestra.

El niimero de grados de liberrad de un estadistico, generalmente denotado por v, se define como
el nimero N de observaciones independientes en la muestra (o sea, el tamanoe de la muestra) menos
el numero &k de parametros de la poblacion, que debe ser estimado a partir de observaciones
muestrales. En simbeglos, v = N — k.

En €l caso del estadistico (1), el numero de observaciones independientes en la muestra es N, de

donde podemos caleular X y s. Sin embargo, como debemos estimar u, k = 1 yv = N — ).
En el caso del estadistico (8), el numero de observaciones independientes en la muestra es N, de
donde podemos calcular s. Sin embargo. como debemos estimar g, k = 1l yv = N — 1.

LA DISTRIBUCION F

Como hemos visto, es importante en algunas aplicaciones conocer la distribucion de muestreo de la
diferencia en medias (X; — X,) de dos muestras. De la misma manera, podemos necesitar lu



256 ESTADISTICA

distribucién de muestreo de la diferencia en varianzas (S? — S3). Resulta, sin embargo, que esta
distribucion es complicada, por lo que en lugar de eso, consideramos el estadistico S3/53, ya que un
cociente grande o pequefio indicard una gran diferencia, mientras un cociente cercano a 1 indica
una pequefia diferencia. Su distribucién de- muestreo se llama distribucion F, en honor de R. A.
Fisher.

Mas concretamente, sean dos muestras, 1 y 2, de tamafios N, y N, respectivamente, tomadas de
dos poblaciones normales (o casi) con varianzas ¢ y o3. Definamos el estadistico

p o Silet _ NSUE, = D22
Sifo} ~ N,SYN; — 1o}

(13)

N, S§2 N,S?
donde 8 = kel 2o 2252

N1 N — 1 (4

(véase pag. 208). Entonces la distribucion de muestreo de F se llama distribucion F de Fisher, o en
breve, distribucién F,conv; = N, — 1 yv, = N, — 1 grados de libertad. Esta distribucion viene
dada por

CFMI2)-]
3 {V]_F b vz){v1+v2,1}’2

(15)

donde C es una constante que depende de v; y v, tal que el area total bajo la curva es 1. La curva
tiene una forma del tipo que indica la Figura 11.3, aunque esa forma puede variar considerable-
mente segin los valores de v, y v,.

F{!.?S FU,B'J

Figura 11.3.

Los Apéndices V y VI dan valores percentiles de F para los que las areas en la cola de la derecha
son 0.05 y 0.01, denotadas F o5 y F.q4, respectivamente. Representando los niveles de significacion
5% v 1%, éstos se pueden usar para determinar si-la varianza S7 es significativamente mayor que
S2, 0 no. En la practica, la muestra con mayor varianza se elige como muestra 1.

DISTRIBUCION ¢ DE STUDENT

11.1. La Figura 11.4 recoge el grafico de la distribucion de Student con 9 grados de libertad. Hallar el valor
de ¢, para el que (a) el area sombreada de la derecha es 0.05, (b) el area total sombreada es 0.05, (¢} el




11.2.

11.3.

114.
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area total sin sombrear es 0.99, (d) el area en sombra de la izquierda es 0.01 y (¢) el drea a la izquierda
de ¢; es 0.90.

Solucion

(a) Sicl irea sombreada de la derecha es 0.05, el 4rea a la izquierda de tyes(l —005) =095y, es
el 95 percentil, 7 55. En el Apéndice III, buscamos el 9 en la columna encabezada con v, y después
nos desplazamos a la derecha hasta la columna 1 44; el resultado, 1.83, es el valor pedido de r.

(b) Si el area total sombreada es 0.05, la de la derecha es 0.025 por simetria. Luego el 4rea a la
izquierda de 1, es (1 — 0.025) = 0.975 y t, representa el 97.5 percentil, 7 455. En el Apéndice TIT
encontramos que el valor requerido de ¢ es 2.26.

(c) Sielarea total sin sombrear es 0.99, el 4rea en sombra es (1 — 0.99) = 0.01, y su mitad derecha es
0.005. En el Apéndice III vemos que 7 495 = 3.25.

Figura 11.4.

(d) Siel area sombreada de la izquierda es 0.01, por simetria la de la derecha es igual. El Apéndice IIT
da f 45 = 2.82. Luego ¢l valor critico de 7 para el cual el 4rea sombreada de la izquierda es 0.01 es
—2.82.

(e) Siel area ala izquierda de 7, es 0.90, el 1, corresponde al 90 percentil ¢ 4, que segiin el Apéndice
I11 es igual a 1.38.

Hallar los valores criticos de ¢ para los que el 4rea de la cola derecha de la distribucién t es 0.05 si el
numero de grados de libertad, v, es (a) 16, (b) 27 y (c) 200.

Solucion

En el Apéndice ITI, columna ¢ o5, hallamos los valores (a) 1.75 para v = 16; (b) 1.70 para v = 27; y
(¢) 1.645 para v = 200. (Este ultimo es el valor que se obtendria de la curva normal; en el Apéndice I11
corresponde a la entrada marcada oo en la dltima fila).

Los coeficientes de confianza 95% (con dos colas) para la distribucién normal vienen dados por
+1.96. {Cuales son los correspondientes coeficientes para la distribucion ¢ si(a) v = 9, (B) v = 20. (0
v=130y(d)v = 607

Solucion

Para los coeficientes de confianza 95% (con dos colas), el 4rea total sombreada en la Fi gura 114 ha
de ser 0.05. Asi que el area de la cola derecha es 0.025 y el correspondiente valor critico de ¢ es Lis)
Entonces los coeficientes de confianza pedidos son +1 444 para los valores dados de v, son (g) +2.26,
(h) £2.09, () +£2.04 y (d) +2.00.

Una muestra de 10 medidas del didmetro de una esfera dan una media ¥ = 4.38 cm y una desviacion
tipica s = 0.06 cm. Hallar los limites de confianza (a) 95% y (b) 99% para el diametro verdadero.
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11.5.

11.6.

ESTADISTICA
Solucion
(a) Los limites de confianza 95% vienen dados por ¥ + I_915(5,"’\/N — 1)
Comov =N — 1 =10 — | = 9, encontramos 7 4,5 = 2.26 [(véase también el Problema
11.3(a)]. Entonces, usande X = 438 y 5 = 0.06, los requeridos limites de confianza 95% son
438 + 226(0.06/,/10 — 1) = 4.38 £ 0.0452 cm. Luego podemos tener 95% de confianza de que
la verdadera media esta entre (4.38 — 0.045) = 4335 cm y (4.38+0.045) = 4.425 cm.
() Los limites de confianza 99% estan dados por X + 1 gq5(s/ /N — 1).
Para v = 9, r4s = 325 Entonces los limites de confianza 99% son 438 +
3,25{0.06.5\;"10 — 1) = 438 + 0.0650 cm, y el intervalo de confianza 99% es 4.315 a 4445 cm.
(@) Repetir el Problema 11.4 suponiendo que son validos los meétodos de la teoria de grandes
muestras.
() Comparar los resultados de ambos métodos.
Solucion
(@) En el metodo de grandes muestras, los limites de confianza 95% son
= 1.96 0.06
¥t = 438 1.9 (—,_) = 438 + 0037 cm
JN J10
donde se ha usado la desviacién tipica muestral 0.06 como estimacion de . Andlogamente, los
limites de confianza 99% son
) 0.06
X+ 220 _ 438 + 258 ——) = 438 + 0.049 cm
/N /10
N W
{b) En cada caso, los limites de confianza obtenidos usando la teoria exacta (pequefias muestras) son
mayores que los obtenidos por métodos de grandes muestras. Era de esperar, porque la precision
disponible con pequefias muestras es menor que con muestras grandes.
Hace tiempo, una méaquina producia arandelas de 0.05 pulgadas(in) de espesor. Para determinar si

sigue en buen estado, se toma una muestra de 10 arandelas, que dan un espesor medio de 0.053 in con
desviacion tipica de 0.003 in. Contrastar la hipotesis de que la maquina sigue funcionando bien, con
nivel de significacion (@) 0.05 y (b) 0.01. =
Solucion

Queremos decidir entre las hipotesis:

Hy: u = 0050, v la maquina sigue en buen estado.

Hyop # 0050, y la maquina esta deteriorada.
Por tanto. s¢ precisa un contraste de dos colas. Bajo la hipdtesis H;;, tenemos

X 0.053 — 0.050
Fis ”JN_|=W,/10—1=3,00

5

(@) Para un test de dos colas al nivel de significacion 0.05, adoptamos la siguiente regla de decision:

Aceptar Hg si t esta en el intervalo —lg.5 a 175, que para 10 — 1 = 9 grados de libertad es
desde —2.26 a 2.26.
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11.8.
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Rechazarla en caso contrario.

Como ¢ = 3.00, rechazamos H, al nivel 0.05.
{h Para un test de dos colas al nivel de significacion 0.01, adoptamos la siguiente regla de decision:

Aceptar [{, si ¢ esta en el intervalo —1 g5 2 [ 995, que para 10 — 1 = 9 grados de libertad es
desde —3.25 a 2.25.

Rechazarla en caso contrario.

Como t = 3.00, aceptamos H, al nivel 0.01.

Como podemos rechazar H, al nivel 0.05 pero no al 0.01, decimos que ¢l resultado de la
muestra es probablemente significativo (véase final del Problema 10.5). Seria recomendable revisar
la maquina o al menos tomar otra muestra.

Una prueba con 6 sogas de un cierto fabricante dio una tension media de ruptura de 7750 1b y una
desviacion tipica de 145 1b, mientras el fabricante anunciaba que era de 8000 Ib. ;Puede sostenerse la
afirmacion del fabricante al nivel de significacion (q) 0.05 y () 0.01?
Solucion

Hemos de decidir entre;

Hy: u = 8000 Ib, y el fabricante tiene razdn.

H,: u < 8000 Ib, y el fabricante no tiene razon.

Hay que aplicar un contraste de una cola. Bajo la hipotesis H,. tenemos

X — 7750 — 8000
| = H JN — 1 = —r .Vfﬁ I

8 145

{a) Para un contraste de una cola al nivel de significacion 0.05, adoptamos la siguiente regla de
decision:
Aceptar H, si t es mayor que —17 45, que para 6 — | = 5 grados de libertad quiere decir ¢ >
—2.01.

Rechazar H,; en caso contrario.

Como 1 = —3.86, rechazamos H,.

ih) Para un contraste de una cola al nivel de significacion 0.01, adoptamos la siguiente regla de
decision:
Aceptar Hy si t es mayor que —1 g4, que para 5 grados de libertad quiere decir ¢+ > —3.36.
Rechazar H, en caso contrario.
Como 1 = —3.86, rechazamos H,.
Deducimos que es muy improbable que el fabricante tuviese razon,

Los cocientes de inteligencia(IQ) de 16 estudiantes de un barrio dieron una media de 107 con
desviacion tipica 10, y 14 estudiantes de otro barrio dieron media 112 con desviacion tipica 8. ;Hay
diferencia significativa entre los 1Q de los dos grupos al nivel de significacion (g} 0.01 vy () 0.05?

Solucion

Si p, y i, denotan los 1Q medios de la poblacion de ambos barrios, respectivamente, tenemos que
decidir entre:
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11.9.

ESTADISTICA

Hy gy = p,, y no hay diferencia esencial entre los dos barrios.
H,: p; # U3, v hay diferencia significativa entre ellos.

Bajo la hipotesis H,,
gy e _Y‘__‘Y_Z_ donde = Nist + Nysj
o/1/Ny + N, Ny + Ny =2

16(10)2 + 14(8) 112 — 107
iz JEO i LB o o st i _ 145
16+ 14 — 2 944 /1/16 + 1/14

(@) Con un contraste bilateral al nivel de significacion 0.01, rechazariamos Hy, si ¢ estuviera fuera del
rango —Ig9s 4 fggs, que para (N, + N, — 2) = (16 + 14 — 2) = 28 grados de libertad es ¢l
rango —2.76 a 2.76. Asi pues, no podemos rechazar H, al nivel de significacion 0.01.

{5) Con un contraste bilateral al nivel de significacion 0.05, rechazariamos Hy si ¢ estuviera fuera del
rango —Ig;5 & ly7s, que para 28 grados de libertad es el rango —2.05 a 2.05. Asi pues, no
podemos rechazar H, al nivel de significacion 0.01.

Concluimos que no hay diferencia significativa entre los dos grupos.

Luego

Con el fin de probar un fertilizante, se tomaron 24 parcelas de la misma éarea, de las que la mitad se
trataron con ese fertilizante y las otras no (el grupo de control); por lo demas, las condiciones fueron
idénticas para todas ellas. La produccion media de trigo en las parcelas sin tratar fue de 4.8 bushels(bu)
con desviacion tipica de 040 bu, y en las tratadas fue 5.1 bu con desviacion tipica de
0.36 bu. ;Podemos concluir que se produjo mejora a causa del fertilizante de significacion (a) 1% y
(6) 5 %?

Soluci6én

Si y; y p, denotan las producciones medias de trigo de las poblaciones tratada y sin tratar,
respectivamente, hemos de decidir entre:

Hg: py = u,, y la diferencia es fortuita.
Hy: u, > ps, y el fertilizante mejora la cosecha.

Bajo la hipotesis H,

B8 N2 + N,s2
s donde Jg = R T T ]
o /1/N, + 1N, N, + N, =2

40)2 12(0.36)* 51 — 48
12(0.40)° 4 12(0.36) — 0397 3 b s =
12 + 12 — 2 0.397./1/12 + 1/12

Asipues ¢ = / 1.85
N

(¢) Con un contraste de una cola al nivel de significacion 0.01, rechazaremos H, si ¢ es mayor que
t4g, que para (N; + N, — 2) = (12 + 12 — 2) = 22 grados de libertad es 2.51. Luego no
podemos rechazar H, al nivel de significacion 0.01.

(5) Con un contraste de una cola al nivel de significacion 0.05, rechazaremos H; si f es mayor que
t 5, que para 22 grados de libertad es 1.72. Luego podemos rechazar H, al nivel de significacion
0.05.

Congcluimos que la mejora causada por el fertilizante es probablemente significativa. No obstante,
antes de sacar conclusiones definitivas seria deseable una evidencia mas nitida.



TEORIA DE PEQUENAS MUESTRAS 261

DISTRIBUCION JI-CUADRADO

11.10.

11.11.

11.12,

El grafico de la distribucion ji-cuadrado con 5 grados de libertad se muestra en la F. igura 11.5. Hallar
los valores criticos de x* para los que (a) el drea sombreada a la derecha es 0.05, (b) el area total en
sombra es 0.05, (¢) el area sombreada de la izquierda es 0.10 y (d) ¢l area sombreada a la derecha es
0.01.

Figura 11.5.

Solucién

(a) Siel area sombreada de la derecha es 0.05, el area a la izquierda de x3es(l — 0.05) = 095y %32
representa el 95 percentil, ;. Buscando en el Apéndice IV el 5 bajo la columna v, y entonces
desplazandonos a la derecha hasta la columna 1»s. resulta 111, que es el requerido valor critico
de 32

() Como la distribucion no es simétrica, hay muchos valores criticos para los que ¢l drea total
sombreada es 0.05. Por ejemplo, la de la derecha podria ser 0.04 y la de la izquierda 0.01. Es
costumbre, sin embargo, salvo que se especifique lo contrario, escoger ambas iguales. En este
caso, cada area sera de 0.025.

Si el area sombreada a la derecha es 0.025, el 4rea a la izquierda de x5 es 1-0.025 = 0975 y
3 representa el 95 percentil, %5, que por ¢l Apéndice IV es 12.8. Anélogamente, si el area
sombreada de la izquierda es 0.025, el 4rea a la izquierda de ¥2 es 0.025 y ¥7 representa el 2.5
percentil, x%,s, que es 0.831. Luego los valores criticos son 0.831 y 12.8.

(c) Siel area sombreada de la derecha es 0.10, y? representa el 10° percentil, ¥%,, que es 1.61.

(d) Siel area sombreada de la derecha es 0.01, el rea a la izquierda de x%es0.99 y y2 representa el
99 percentil, 3%, que es 15.1.

Hallar los valores criticos de x? para los cuales el area de la cola derecha de la distribucion Jji-cuadrado
es 0.05, siendo el nimero de grados de libertad, v, igual a (a) 15, (b) 21 y (¢) 50.
Solucion

Usando el Apéndice IV, se ven en la columna encabezada por x5 los valores (a) 25.0 parav = 15,
(b) 32.7 para v = 21 y (¢) 67.5 para v = 50.
Hallar la mediana de y* correspondiente a (a) 9, (b) 28 y (c) 40 grados de libertad.

Solucion

Usando el Apéndice IV, vemos en la columna encabezada por y%, (ya que la mediana es el 50
percentil) el valor (a) 8.34 para v = 9; (b) 27.3 para v = 28: y (¢) 39.3 para v = 40.

Conviene fijarse en que las medianas son casi iguales al nimero de grados de libertad. De hecho,
para v > 10, los valores de la mediana son (v — 0.7), como se ve en la tabla.
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11.13.

11.14.

11.15.

ESTADISTICA

La desviacion tipica de las alturas de 16 estudiantes varones tomados al azar en un colegio de 1000
alumnos es 2,40 in. Hallar los limites de confianza (a) 95% y (b) 99% de la desviacion tipica para todos
los estudiantes de ese colegio.

Solucién

ia) Los limites de confianza 95% vienen dados por s/ N/y o795 ¥ -"\,""INfZ.ozs-
Parav = 16 —1 = 15 grados de libertad, y%.,5s = 27.5 (0 5€a 7475 = 5.24) ¥ 1%, = 6.26 (0
384 ¥ g5 = 2.590). Entonces, los limites de confianza 95% son 2.40 \/'J16,.-"5.24 y 240 V-’IIGHZSU
(es decir, 1.83 y 3.84 in). Luego tenemos 95% de confianza de que la desviacion tipica de la
poblacion esta entre 1.83 y 3.84 in.
(h) Los limites de confianza 99% vienen dados per 5\;"}\?;7__995 y s\_.a"w,-’x_ms
Parav = 16 — 1 = 15 grados de libertad, y%,55 = 32.8 (0 sea y.gq5 = 5.73) ¥ 1%qs = 4.60,es
decir y 4,5 = 2.14). Entonces, los limites de confianza 99% son 2.40\/E,’5.73 y 2.40\,-’%;'2.14 (es
decir, 1.68 y 4.49 in). Luego tenemos 99% de confianza de que la desviacion tipica de la poblacion
esta entre 1.68 y 4.49 in.

Hallar %5 para (@) v = 50 y (b) v = 100 grados de libertad.

Solucién

Para v > 30 podemos usar el que \/2¢* — \/2v — 1 esta casi normalmente distribuida con media
0y desviacion tipica 1. Asi que si z, es el valor = percentil de la distribucion normal canénica, podemos
escribir, con muy buena aproximacion,

\/Q_ZE — \/2; -1 =3z o sea \/2—,(,2, e e |
de donde y2 = ¥z, + /2v — 1)

(@) Siv=50,5%; = Hzos + \/2{50} — 1)? = Y1.64 + \/%)2 = 67.2, que esta en buen acuerdo
con el valor 67.5 dado en el Apéndice IV.
(b) Siv =100, x3s = Mzos + 201000 — 1> = Y1.64 + /199)> = 124.0 (valor real = 124.3).

La desviacion tipica de las vidas medias de una muestra de 200 lamparas es 100 h. Hallar los limites de
confianza (a) 95% y (b) 99% para la desviacion tipica de todas las lAmparas de ese tipo.

Solucion

() Los limites de confianza 95% estan dados por s\fﬁjzlgﬁ y 5’\/!%!’1.02 5
Para v = 200 — 1 = 199 grados de libertad, encontramos (como en el Problema 11.14)

5196 + 19.92) = 239
H—196 + 19.92)* = 16l

thrs = Hegrs + /2199 = 1)
Lbzs = HZoas + J2199) — 1)

de donde y475 = 155 ¥ 1055 = 12.7. Entonces los limites de confianza 95% son 100,/200/15.5
=912hy IOON/'jﬁO,x'IZ.? = 111.3 h, respectivamente. Luego estamos 95% confiados de que la
desviacion tipica de la poblacion esta entre 91.2 vy 111.3 h.

Comparar esto con el Problema 9.17(a).

(h) Los limites de confianza 99% estan dados por .s'\/ﬁ,-'x.gqs ¥ .s'\/w,’)_rloos,
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Para v = 200 — | = 199 grados de libertad,

Yass = 3 (Zigs + J2199) — 1P = 4258 + 19.92)% = 253
7205 = Mogos + J2199) — 1) = 2358 + 19.92)> = 150

de donde ¥ go5 = 15.9 ¥ ¥ g0s = 12.2. Entonces los limites de confianza 99% son IOOV-"E)_U;'IS,Q =
=889hy 10’0\/’200f12-.2 = 1159 h, respectivamente. Luego estamos 99% confiados de que la
desviacion tipica de la poblacion esta entre 88.9 y 115.9 h.

Comparar esto con el Problema 9.17(b).

11.16. (Es posible obtener un intervalo de confianza 95% para la desviacion tipica de la poblacion cuya

11.17.

anchura sea menor que la del hallado en el Problema 11.15(«)?

Solucion

Los limites de confianza para la desviacion tipica de la poblacion hallados en el Problema 11.15(a)
se obtuvieron escogiendo valores criticos de 7 tales que ¢l 4rea en cada cola era 2.5%. Es posible
hallar otros limites de confianza eligiendo valores criticos de z* para los que la suma de las areas en
las dos colas sea 5%, pero con areas desiguales en las colas.

‘En la Tabla 11.1 se han recogido varios de tales valores criticos (obtenidos por los métodos del
Problema 11.14), y los correspondientes intervalos de confianza 95%. De ahi vemos que un intervalo
95% con anchura de solo 19.8 es el que va desde 91.0 a 110.8. Se puede lograr otro con menor anchura
todavia continuando de esa forma, usando valores criticos como 743, ¥ Zos1, Xoaz ¥ Zos2 €1 En
general, sin embargo, el decrecimiento que se consigue en el intervalo es despreciable y no merece la
pena el trabajo exigido.

Tabla 11.1
Valores criticos Intervalo de confianza del 95% Anchura
Fo1=1244, yos=1532 923 a 113.7 214
Foa=12.64, y4,=1542 917a 1119 20.2
Yo3=12.76, y o5 =1554 910 a 110.8 1.8
Foa= 1285 yq90=1573 899 a 110.0 2041

Tiempo atras, la desviacion tipica de los pesos de ciertos envases lenados por una maquina era 0.25
onzas(oz). Una muestra aleatoria de 20 envases ha dado una desviacion tipica de 0.32 oz. ;Es
significativo el aparente aumento en la variabilidad al nivel de significacion (a) 0.05 y () 0.017

Solucitn
Hemos de decidir entre las hipotesis:
Hy o = 025 oz, y ¢l resultado observado es fortuito.
H, o > 025 oz y la variabilidad ha aumentado realmente.

El valor de y2 para la muestra es

N 003
£ m A (025
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ESTADISTICA

(a) Usando un contraste unilateral, rechazariamos Hj, al nivel de significacion 0.05 si el valor de 2
para que la muestra fuese mayor que y%s, que es igualar a 30.1 parav = 20 — [ = 19 grados
de libertad. Asi pues, rechazariamos H,, al nivel de significacion 0.05.

(b) Usando un contraste unilateral, rechazariamos H, al nivel de significacion 0.01 si el valor de x2
para la muestra fuese mayor que y%s, que es igual a 36.2 para 19 grados de libertad. Asi pues, no
rechazariamos H, al nivel de significacion 0.01.

Concluimos que la variabilidad ha crecido probablemente. Debiera hacerse una revision de esa
maquina.

DISTRIBUCION F

11.18.

11.19.

Dos muestras de tamafios 9 y 12 se han tomado en dos poblaciones normalmente distribuidas con
varianzas respectivas 16 y 25. Si las varianzas muestrales son 20 y 8, determinar si la primera muestra
tiene una varianza significativamente mayor que la segunda al nivel de significacion (a) 0.05 y (£) 0.01.

Solucidn
Para las dos muestras, 1 y 2, tenemos N, = 9, N, = 12,67 = 16,02 = 25,5} = 20y §3 = &
Luego

$3o3 _ NiSHN: = Doi _ OQO)O — 1(16) _ o

T 8ok T N.SYN, — o3 (1®)/12 — 1DEI)

(@) Los grados de libertad para el numerador y el denominador de Fsonvy = Ny, — 1 = 9—-1=8
yv, = N, — 1 = 12 — 1 = 11. Entonces del Apéndice V vemos que Fo5 = 295. Comola F =
=4.03 calculada es mayor que 2.95, concluimos que la varianza de la muestra 1 es significativa-
mente mayor que la de la muestra 2 al nivel de significacion 0.05.

(b) Parav, = 8yv, = 11, hallamos en el Apéndice VI que F 4, = 4.74. Luego no podemos concluir
que la muestra 1 tenga varianza mayor que la muestra 2 al nivel de significacion 0.01.

Se toman dos muestras de tamafios 8 y 10 de dos poblaciones normalmente distribuidas con varianzas
respectivas 20 y 36. Hallar la probabilidad de que la varianza de la primera sea doble que la de la
segunda.

Solucion

Tenemos N, = 8 N, = 10, 6} = 20 y ¢ = 36. Por tanto,
1 1 2

T 1083936 T S%

_ 8SHODRY _ o S

El nimero de grados de libertad para el numerador y el denominadorsony, = N, — I =8 —1=17
yv, = N, — 1 =10 — 1 = 9. Ahora bien, si S? es mas del doble que 3, entonces

2
F= 1.85::—; (1.85)(2) = 3.70 |
4

Buscando 3.70 en los Apéndices V y VI, hallamos que la probabilidad es menor que 0.05 pero mayor
que 0.01. Valores mas precisos requieren una tabulacion mas exhaustiva de la distribucion F.
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DISTRIBUCION r DE STUDENT

11.20.

11.21.

11.22.

11.23.

11.24.

11.26.

Para una distribucién de Student con 15

grados de libertad, hallar el valor de ¢, tal

que (a) el area a su derecha sea 0.01, (b) el
area a su izquierda sea 0.95, (c) el area a su
derecha sea 0.10, (d) la suma de areas a la
derecha de f, v a la izquierda de —1, sea
0.01 y () el area entre —¢; y 1; sea 0.95.

Hallar los valores criticos de ¢ para los que
el area de la cola derecha de la distribucion
t es 0.01 s1 el nimero de grados de libertad
v, es igual a (a) 4, (b) 12, () 25, (d) 60 y (e)
150.

Hallar los valores de ¢, para la distribucién
de Student que satisfacen cada una de las
condiciones siguientes:

(«) Elareaentre —t, yt; es 0.90yv = 25,

(b) El area a la izquierda de —1,; es 0.025
yv = 20.

(¢) Lasuma dearcasaladerechader, ya
la izquierda de —¢; es 001 y v = 5.

(d) FElareaaladerechader es0.55yv =
16.

Si una variable U tiene una distribucion de
Student con v = 10, hallar la constante C
tal que (a) Pr{l/ > C} = 0.05, () Pr{—C
< U< C} =098, (0 Pr{U < C} =020
y (d) Pr{U = C} = 0.90.

Los coeficientes de confianza 99% (con dos
colas) para la distribucion normal vienen
dados por + 2.58. ;Cuales son los corres-
pondientes coeficientes para la distribucion
tde Student si(@)v = 4, (b)v =12, (c)v =
25, (d)yv = 30y (e) v = 407

Una muestra de 12 medidas de la tension
de ruptura de hilos de algodon da una me-
dia de 7.38 gramos (g) y una desviacion
tipica de 1.24 g. Hallar los limites de con-
fianza (a) 95% y (b) 99% para la verdadera
tension de ruptura.

Repetir ¢l Problema 11.25 en el supuesto de

11.27.

11.28.

11.29.

11.30.

11.31.

11.32.

que los métodos de grandes muestras fue-
sen aplicables, y comparar los resultados
obtenidos.

Cinco medidas del tiempo de reaccion de
un individuo ante cierto estimulo se han
registrado como 0.28, 0.30, 0.27, 0.33 y 0.31
segundos. Hallar los limites de confianza (a)
95% vy (b) 99% para el tiempo real de reac-
cion.

La vida media de las lamparas producidas
por una empresa era, en tiempos, de 1120 h
con desviacion tipica de 125 h. Una mues-
tra reciente de 8 lamparas da una vida me-
dia de 1070 h. Contrastar la hipotesis de
que la vida media de esas lamparas no ha
cambiado, con nivel de significacion () 0.05
y (b) 0.0L.

En el Problema 11.28, contrastar la hipo-
tesis ¢ = 1120 h frente a la hipotesis alter-
nativa g < 1120 h, usando nivel de signifi-
cacion (&) 0.05 y (b) 0.01.

Las especificaciones para la fabricacion de
cierta aleacion exigen un 23.2% de cobre.
Una muestra de 10 analisis del producto ha
revelado un contenido medio de cobre del
23.5% con desviacion tipica de 0.24%. ;Po-
demos concluir que el producto cumple las
especificaciones al nivel de significacion (a)
0.01 y (b) 0.05?

En ¢l Problema 11.30, contrastar la hipo-
tesis de que el contenido medio de cobre es
mayor de lo especificado, usando nivel de
significacion (@) 0.01 y (b) 0.05. '

Un téenico sostiene que introduciendo un
nuevo tipo de maquinaria en un proceso de
produccién se puede disminuir sustancial-
mente ¢l tiempo requerido en la produe-
cién. A causa del alto coste de manteni-
miento, el empresario piensa que salvo que
se reduzca ese tiempo en al menos un 8%,
no vale la pena tal inversion. Seis experien-
cias arrojan una disminucién media del
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tiempo de produccion del 8.4% con desvia-
cion tipica de 0.32%. Con nivel de significa-
cion (a) 0.01 y () 0.05, contrastar la hipé-
tesis de que el proceso merece ser renovado.

Con gasolina de la marca 4. el numero
medio de millas por galon que recorren 5
automoviles similares en igualdad de condi-
ciones es 22.6 con desviacion tipica 0.48.
Con gasolina de otra marca B, el resultado
es 21.4 con desviacion tipica 0.54. Usando
un nivel de significacién 0.05, investigar §i
la marca 4 es de mejor calidad que la B,

Dos tipos de soluciones quimicas, 4 y B,
han sido probadas para ver su pH (grado
de acidez de la solucidén). El analisis de 6
muestras de 4 arroja un pH medio 7.52 con
desviacion tipica 0.024, mientras que 3
muestras de B dan un pH medio 7.49 con
desviacion tipica 0.032. Usando el nivel de
significacion 0.05, determinar si los dos ti-
pos de soluciones tienen distinto pH.

En un examen de psicologia, 12 estudiantes
de una clase obtuvieron media de 78 con
desviacion tipica 6. y 15 de otra clase consi-
guieron media de 74 con desviacion tipica
8. Mediante un nivel de significacion 0.05,
determinar si el primer grupo es superior al
segundo.

DISTRIBUCION JI-CUADRADO

11.36.

11.37.

Para una distribucion ji-cuadrado con 12
grados de libertad, hallar el valor de ¥ 72 tal
que (a) el area a la derecha de 32 es 0.05, (h)
el area a la izquierda de y2 es 0.99 y (¢) el
drea a la derecha de y? es 0.025.

Hallar los valores criticos de y? para los
cuales el area de la cola derecha de la distri-
bucion ji-cuadrado es 0.05 si el nimero de
grados de libertad, v. es igual (a) 8, (b) 19, (¢)
28 y (d) 40.

Repetir el Problema 11.37 si el area de la
cola de la derecha es 0.01.

(@) Hallar y7 y x3 tales que el area bajo la
distribucion  ji-cuadrado correspon-
diente a v = 20 entre 77 y y3 es 0.95.

11.40.

11.41.

11.42.

11.43.

11.44,

11.45.

11.46.

11.47.

11.48.

11.49.

suponiendo areas iguales a la derecha
de 7% y a la izquierda de »2,

(b) Probar que si la suposicion de areas
iguales en (a) se omite, los valores x7 y
%3 no son Gnicos.

Si la variable U tiene una distribucion ji-
cuadrado con v = 7, hallar ¥ y »2 tales
que (@) Pr{lU > x3} = 0.025, (b)) Pril <
23} =050 () Priy? < U < 2} = 0.90.
La desviacion tipica de las vidas medias de
10 bombillas es 120 h. Hallar los limites de
confianza (a) 95% y {b) 99% para la desvia-
cion tipica de las bombillas de esa Clase.

Rehacer el Problema 11.41 si 25 bombillas
diesen esa misma desviacion tipica de 120 h.

Hallar (a) 45 v () x%s para v = 150.
Hallar (a) 3555 ¥ (#) x%-- para v = 250.

Probar que para grandes valores de v, una
buena aproximacion de y? viene dada por
(v + z, «/2v). donde z, es el p-ésimo per-
centil de la distribucién normal candnica.

Resolver ¢l Problema 11.39 usando la dis-
tribucion ji-cuadrado si una muestra de 100
bombillas da la misma desviacién tipica de
120 h. Comparar los resultados con los ob-
tenidos por los métodos del Capitulo 9.

Cual es el intervalo de confianza 95% del
Problema 11.44 que tiene anchura minima?

La desviacion tipica de las tensiones de rup-
tura de ciertos cables producidos por una
empresa es 240 lb. Tras un cambio en el
proceso de produccidén, una muestra de 8
cables dio una desviacion tipica de 300 Ib.
Investigar si es significativo ese crecimiento
en variabilidad, usando nivel de significa-
cion (a) 0.05, y (h) 0.01.

La desviacion tipica de las temperaturas
anuales en una ciudad a lo largo de 100
afios es 16 °F. Usando la temperatura me-
dia del dia 15 de cada mes durante los flti-
mos |5 afios, ha resultado una desviacién




tipica de 10°F. Contrastar la hipotesis de
que las temperaturas en esa ciudad son me-
nos vartables que en el pasado, con nivel de
significacion (a) 0.05 y (b) 0.01.

DISTRIBUCION F

11.50.

Hallar los valores de F en cada caso:

(¢) Fgsconvy =8 yv, = 10
() Fgoconv, =24yvwv, =11
(¢) Fgoscon N, =16y N, =125
(d) Fgscon N, =21y N, =23

Calcular £ 4, conv, = 22y v, = 27.

En dos poblaciones normalmente distribui-
das con varianzas 40 y 60, se toman mues-

11.53.
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tras respectivas de tamafio 10 y 15. Si las
varianzas muestrales son 90 y 50, determi-
nar si la muestra 1 tiene varianza significati-
vamente mayor que la muestra 2, al nivel de
significacion (a) 0.05 y () 0.01.

Dos empresas 4 y B producen lamparas
eléctricas, cuyas vidas medias estin muy
normalmente distribuidas, con desviaciones

tipicas de 20 y 27 h, respectivamente. Si

seleccionamos 16 lamparasde 4 y 20 de By
las desviaciones tipicas de sus vidas medias
resultan ser 15 y 40 h respectivamente, ;po-
demos concluir a los niveles de significacion
(@) 0.05 y (h) 0.01 que la variabilidad de las
de A4 es significativamente menor que la de
las de B?



CAPITULO 1 2

Test ji-cuadrado

FRECUENCIAS OBSERVADAS Y TEORICAS

Como ya hemos visto repetidamente, los resultados obtenidos por muestreo no siempre coinciden
exactamente con los esperados teoricamente de acuerdo con las leyes de las probabilidades. Por
ejemplo, aunque consideraciones teéricas conducen a esperar 50 caras y 50 cruces en 100 tiradas de
una moneda (buena), es raro que ocurra eso exactamente.

Supongamos que en una muestra particular un conjunto de sucesos posibles E;, E;, Es, .., E,
(véase Tabla 12.1) se observa que ocurren con frecuencias o0,, 0,, 03, ..., 0,, llamadas frecuencias
observadas, y que segun las leyes de las probabilidades, se espera que sucedan con frecuencias e, e,,
es, ..., €, llamadas frecuencias esperadas o teoricas.

Tabla 12.1
Suceso E, E, E; E,
Frecuencia observada 04 0, 03 04
Frecuencia esperada € e, e; e-k

A menudo deseamos saber si las frecuencias observadas difieren significativamente de las
esperadas. Para el caso en que solo son posibles dos sucesos E; y E, (llamado a veces una dicotomia
o clasificacion dicotémica), como es el caso de cara o cruz, piezas defectuosas o no, etc,, el problema
se resuelve satisfactoriamente por los métodos de los anteriores capitulos. En este capitulo conside-
ramos el problema general.

DEFINICION DE x°

Una medida de la discrepancia existente entre las frecuencias observadas y esperadas viene propor-
cionada por ¢l estadistico y? (léase ji-cuadrado) dado por

e = ) 0, — €,)? 0, — €.)* k (o, — e)?
72 = (_1_. _l}_ s (_Q i, 5% u = Z u (1)
el eg ek ji=1 EJ
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donde si Ia frecuencia total es N,
Yo, = =l @)

Una expresion equivalente a la {érmula (1) es (véase Prob. 12.11)

0?

1= o N (3)
4
Si 2 = 0, las frecuencias observadas y teoricas coinciden completamente; mientras que si
¥? > 0, no coinciden exactamente. A valores mas grandes de y?, mayor discrepancia entre las
frecuencias observadas y esperadas.
La distribucion muestral de y° se aproxima muy bien por la distribucion ji-cuadrado

1 1 1
RS A S Y e 4

(va considerada en ¢l Capitulo 11) si las frecuencias esperadas son al menos iguales a 5, y mejora
para valores mas grandes.
El namero de grados de libertad, v, viene dado por

1. v = k — 1 si las frecuencias esperadas se pueden calcular sin tener que estimar los
parametros de la poblacion a partir de estadisticos muestrales. Notese que hemos restado 1
de k a causa de la ligadura (2), que establece que si conocemos kK — 1 de las [recuencias
esperadas, la restante puede determinarse ya.

2. v =k — 1 — m si las frecuencias esperadas se pueden calcular solo estimando m
parametros de la poblacion a partir de estadisticos de la muestra.

CONTRASTES DE SIGNIFICACION

En la practica, las frecuencias esperadas se calculan sobre la base de una hipotesis H,,. Si bajo tal
hipotesis el valor calculado para y? dado por (1) o (3) es mayor que algin valor critico (tal como
155 0 1%, que son los valores criticos de los niveles de significacion 0.05 y 0.01 respectivamente),
debemos concluir que las frecuencias observadas difieren significativamente de las frecuencias
esperadas y rechazaremos H, al correspondiente nivel de significacion; en caso contrario, la
aceptaremos (o al menos no la rechazaremos). Este procedimiento se llama el test o contraste ji-
cuadrado de hipotesis o significacion.

Hay que hacer constar que debe mirarse con suspicacia en circunstancias’en las que y? sea
demasiado proxime a cero, pues es raro que las frecuencias observadas coincidan demasiado bien
con las frecuencias esperadas. Para examinar tales situaciones, podemos determinar si el valor
calculado de x? es menor que y%s 0 ¥%,, en cuyo caso hablaremos de decidir que el acuerdo es
-demasiado bueno al nivel de significacion 0.05 6 0.01, respectivamente.

EL TEST JI-CUADRADO PARA LA BONDAD DE AJUSTE

(El test ji-cuadrado puede utilizarse para determinar la calidad del ajuste mediante distribuciones
tedricas (como la distribucion normal o la distribucion binomial) de distribuciones empiricas (o sea,
s obtenidas de los datos de la muestra). Véanse Problemas 12.12 y 12.13.
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TABLAS DE CONTINGENCIA

La Tabla 12.1, en la que las frecuencias observadas ocupan una sola fila, se llama una rabla de
clasificacion de entrada unica. Como el numero de columnas es k, también se le llama una tabla
I x k (leido «1 por k»). Extendiendo estas ideas, podemos llegar a tablas de doble entrada, o tablas
h x k, en las que las frecuencias observadas ocupan # filas y k& columnas. Tales tablas se suelen
llamar tablas de contingencia.

Correspondiendo a cada frecuencia observada en una tabla de contingencia A x k, hay una
[frecuencia esperada (o tedrica) que se calcula sujeta a ciertas hipotesis de acuerdo con las leyes de las
probabilidades. Estas frecuencias, que ocupan las celdas de una tabla de contingencia, se llaman
frecuencias de celda. La frecuencia total en cada fila o en cada columna se llama la frecuencia
marginal.

Para investigar el acuerdo entre las frecuencias observadas y las frecuencias esperadas, calcula-
mos el estadistico

e 5
)

€;

donde la suma se toma sobre todas las celdas de una tabla de contingencia y donde los simbolos 0;
y e; representan, respectivamente, las frecuencias observadas y frecuencias esperadas de la j-ésima
celda. Esta suma, analoga a la ecuacion (1), contiene Ak términos. La suma de todas las frecuencias
observadas se denota por N y es igual a la suma de todas las frecuencias esperadas [comparar con
la ecuacion (2)].

Como antes, el estadistico (5) tiene una distribucion muestral dada muy aproximadamente por
(4), supusto que las frecuencias esperadas no sean demasiado pequefias. El nimero de grados de

libertad, v, de esta distribucion ji-cuadrado viene dadopor i > 1y k > | por:

l. v = (h — 1)k — 1)si las frecuencias esperadas se pueden calcular sin recurrir a estimacio-
nes muestrales de los parametros de la poblacion. Para una demostracion de esto, véase el
Problema 12.18.

2. v =(h — Dk — 1) — msi las frecuencias esperadas sblo se pueden calcular mediante
estimacion de m parametros de la poblacion a partir de estadisticos de la muestra.

Los contrastes de significacion para las tablas & x k son similares a los de las tablas | x k. Las
frecuencias esperadas se hallan sujetas a una hipotesis particular H,. Una hipdtesis comin es
suponer que las dos clasificaciones son mutuamente independientes.

Las tablas de contingencia se pueden generalizar a mas dimensiones. Asi, por ejemplo, podemos
tener tablas # x k x I, donde estan presentes tres clasificaciones.

CORRECCION DE YATES A LA CONTINUIDAD

Cuando se aplican resultados de distribuciones continuas a datos discretos, pueden hacerse ciertas
correcciones a la continuidad, como se ha visto en capitulos precedentes. Una correccidn similar
existe cuando se usa la distribucion ji-cuadrado. La correccion consiste en reformular la ecuacién
(1) como

_ oy~ el =03 (lo; — e — 0.5

AT = 2
1 (corregido) = et g ([ox — &l—0.5)

e, e, &y

(6)

y se llama correccion de Yates. Una modificacion andloga existe para (5).
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En general, la correccion se hace sdlo cuando €l niimero de grados de libertad es v = 1. Para
grandes muestras, esto da practicamente los mismos resultados que €l x 2 sin corregir, pero pueden
surgir dificultades cerca de los valores criticos (véase Prob. 12.8). Para pequefias muestras donde
cada frecuencia esperada estd entre 5 y 10, es quizas mejor comparar ambos valores de x2,
corregido y sin corregir. Si ambos llevan a la misma conclusion acerca de la hipétesis, tal como el
rechazo al nivel de significacion 0.05, rara vez surgen dificultades. Si conducen a diferente conclu-
sién, uno debe pensar en aumentar el tamafio de la muestra o, si ello no es factible, en emplear
métodos de probabilidad que involucren la distribucion multinomial del Capitulo 6.

FORMULAS SIMPLES PARA CALCULAR

Existen formulas sencillas para calcular y? que implican tan solo las frecuencias observadas. Lo que
sigue da los resultados para tablas de contingencia 2 x 2y 2 X 3 (véanse Tablas 12.2 y 12.3,
respectivamente).

Tablas 2 x2
3(2 < Niaih, — azbl)z o NA? 7
(@, + b)a, + by)la; + a,)(by, + by) N{N,N,Ng
Tabla 12.2 Tabla 12.3
1 11 Total I I 1 Total
A a; a, N, A a, a; a, N,
B b, b, Ng B b, b, by Ny
Total N, N, N Total Ny N, N; N i)

idonde A = a,b, — @b, N=a, + a, + by + by, Ny = a, + b, N, = a; + a, N, = a; + ay,
¥ Np = b, + b, (véase Prob. 12.19). Con correccion de Yates esto se convierte en

: N(la,b, — ayb,| — 3N) N(A] — $N)?
w2 e =
{, eomeeido) (ay + bi)lay + by)(a; + a))(b; + by) NyN,N, Ng )

Fablas 2 x 3

2 2 2 2 2 2
x2=1|iﬁ+a_2+ﬁ:|+ﬁ|:_1+_bj_+ﬁ:|_}v (9)
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donde hemos usado el resultado general vilido para todas las tablas de contingencia (véase
Problema [2.43):

Z2 = Z e e (10)

El resultado (9) para tablas de contingencia 2 x k, con k > 3, admile generalizacion (véase
Problema 12.46).

COEFICIENTE DE CONTINGENCIA

Una medida del grado de interrelacion, asociacion o dependencia de las clasificaciones en una tabla
de contingencia viene dada por

=
&= \/;—2;-? (1)

que se llama el coeficiente de contingencia. Cuanto mayor es C, mayor es el grado de asociacion. El
ntimero de filas y de columnas en la tabla de contingencia determina el maximo valor de C, que
nunca es mayor que 1. Si el nimero de filas y columnas de una tabla de contingencia es igual a k, el

maximo valor de C esta dado por /(k — 1)/k (véanse Problemas 12.22, 12.52 y 12.53).

CORRELACION DE ATRIBUTOS

Ya que las clasificaciones en una tabla de contingencia describen a menudo caracteristicas de
individuos u objetos, se les conoce como atributos, y el grado de dependencia, asociaciéon o
interrelacion se llama la correlacion de atributos. Para tablas & x k, definimos

"= Nk -0 kel

como el coeficiente de contingencia entre atributos (o clasificaciones). Este coeficiente esta entre 0 y
1 (védse Prob. 12.24). Para tablas 2 x 2 en las que k = 2, la correlacion se llama tetracorica.
El problema general de correlacion de variables numeéricas se considera en el Capitulo 14.

PROPIEDAD ADITIVA DE ¥*

Supongamos que los resultados de experimentos repetidos dan valores muestrales de ¥ 2 dados por
72, %3, 13, .. con vy, v,, vy, ... grados de libertad, respectivamente. Entonces el resultado de todos
esos experimentos puede considerarse equivalente a un valor de x* dado por ¥ + x3 + x3 + -
con v, + v, + v5 + --- grados de libertad (véase Prob. 12.25).
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_ PROBLEMAS RESUELTOS

EL TEST JI-CUADRADO

12.1.

12.2.

12.3.

En 200 tiradas de una moneda, han salido 115 caras y 85 cruces. Contrastar la hipotesis de que la
moneda es buena, con nivel de significacion (a) 0.05 y (b) 0.01.

Solucion

Las frecuencias observadas de caras y cruces son o, = 115 y o, = 85, respectivamente, y las
frecuencias esperadas (s1 la moneda es buena) son ¢; = 100 y ¢; = 100, respectivamente. Entonces

— 2 —Fp)? 115 — 100)? 85 — 100)°
b (o, e;) 3 (0, €;) — ( ) 4 ( Y _ 450
€y €5 100 100

Como el nimero de categorias, o clases (caras, cruces)es k =2, v=k — 1 =2 -1 =L

(@) El valor critico y%s para | grado de libertad es 3.84. Asi pues, como 4.50 > 3.84, rechazamos la
hipotesis de que la moneda es buena al nivel de significacion 0.05.

(h) El valor critico z%e para | grado de libertad es 6.63. Asi pues, como 4.50 < 6.63, no podemos
rechazar la hipotesis de que la moneda es buena al nivel de significacion 0.01.

Concluimos que los resultados observados son probablemente significativos y que la moneda es
probablemente falsa. Para comparar este método con los usados previamente, véase el Problema 12.3.

Rehacer el Problema 12.1 usando la correccion de Yates.

Solucion
: oy —e] —0.5)?% (lo,—e,]—0.5)7% (]105 — 100} — 0.5)?% (|85 — L00| —0.5)?
w2 d == - — - = + TNt e e
1 {eorregido) €, e, 100 100
(14.5% (14.9?
= +———=4.205
100 100

Como 4.205 > 3.84 y 4205 < 6.63, las conclusiones alcanzadas en el Problema 12.1 son validas. Para
comparar con métodos previos, ver el Problema 12.3.

Resolver el Problema 12.1 usando la aproximacién normal a la distribucion binomial.

Solucion

Bajo la hipotesis de que la moneda es buena, la media y la desviacion tipica del nlimero de caras
esperadas en 200 tiradas son ¢ = Np = (200)(0.5) = 100 y ¢ = /Npg = /(200)(0.5)(0.5) = 7.07,
respectivamente.

Primer método

115 caras en unidades estandar = % = &12

Usando el nivel de significacion 0.05 y un contraste de dos colas, rechazariamos la hipotesis de que
la moneda es buena si z cae fuera de intervalo —1.96 a 1.96. Con nivel de significacion 0.01, el
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intervalo correspondiente seria de —2.58 a 2.58. Se sigue que (como en el Problema 12.1) podemos
rechazarla al nivel 0.05 pero no al 0.01.

Notese que el cuadrado del recuento estandar anterior (2.12)2 = 4.50. es lo mismo que ¢l valor de
7 obtenido en el Problema 12.1. Este es siempre el caso para un test ji-cuadrado que nvolucre dos
categorias (vease Prob. 12.10).

Segundo método

Usando correccion de continuidad, 115 0 mas caras es equivalente a 114.5 o mas caras. Pero 114.5
en unidades estandar = (114.5 — 100)/7.07 = 2.05. Eso lleva a las mismas conclusiones que el primer
metodo.

Notese que el cuadrado de ese valor estandar es (2.05)? = 4.20, que coincide con el valor de 2
corregido por continuidad con la correccion de Yates del Problema 12.2. Esto sucede siempre para un
test ji-cuadrado que implique a dos categorias a las que se ha aplicado la correccion de Yates.

124. La Tabla 12.4 muestra las frecuencias observadas y las frecuencias esperadas al lanzar un dado 120
veces. Contrastar la hipotesis de que el dado es bueno, con un nivel de significacion de 0.05.
Tabla 12.4
Cara del dado 1 2 3 4 5 6
Frecuencia observada 25 17 15 23 24 16
Frecuencia esperada 20 20 20 20 20 20
Solucién
= (_OI —&()" 4 (0, —e,)? 2 [03 —e,)? o5 (04 —ey)? i f"i—_f{_s}z 4 (0 — e6)*
€, e, €, e es €
25-20% (17 -—20)° 15—202 (23-20 (24 —20)? 16 — 20)
=7]+(——---~-—L+{ LA ) e Lot " _ 500
20 20 20 20 20 20
Como el nimero de categorias, o clases (caras 1,2,3,4,5y6lesk =6, v=k -1 =6 — | = 5,
El valor eritico %5 para 5 grados de libertad es 11.1. Asi que 500 < 11.1 y no podemos rechazar la
hipotesis de que ¢l dado es bueno.
Para 5 grados de libertad, y%5 = 1.15, asi que y2 = 5.00 > 1.15. Se deduce que el acuerdo no es
excepcionalmente bueno, y debemos mirarlo con recelo.
12.5. La Tabla 12.5 recoge la distribucion de los digitos 0, 1, 2, ..., 9 en una tabla de niimeros aleatorios de
250 digitos. ;Difiere la distribucion observada de la esperada de forma significativa?
Tabla 12.5
Digito 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Frecuencia observada 17 31 29 18 14 20 35 30 20 36

Frecuencia esperada 25 25 25 25 25 25 25 25 25 25
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12.7.
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Solucidn

. (17 =25 (31 —25)% (29 —25° (18 —25)? (36 — 25)?
P=— 4 + - b

=233
25 25 25 25 25

El valor y %, para v = k — | = 9 grados de libertad es 21.7 y 23,3 > 21.7. Por tanto, concluimos
que la distribucion observada difiere significativamente de la esperada al nivel de significacion 0.01.
Luego dicha tabla de niimeros aleatorios merece cierto recelo.

En su experimento con guisantes. Gregor Mendel observé que 315 eran redondos y amarillos, 108
redondos y verdes, 101 rugosos y amarillos y 32 rugosos y verdes. De acuerdo con su teoria de la
herencia, esos nimeros debian estar en la proporcion 9:3:3:1. ;Hay alguna evidencia para dudar de su
tcoria al nivel de significacion (a) 0.01 y () 0.057

Solucion

El namero total de guisantes es 315 + 108 + 101 + 32 = 556. Como los niimeros esperados estin
en la proporcion 9:3:3:1 (y 9 + 3 + 3 + | = 16), esperariamos

1%(556) = 312.75 lisos y amarillos =(556) = 104.25 rugosos y amarillos

=(556) = 104.25 lisos y verdes i=(556) = 34.75 rugosos y verdes
. (315 — 312.75) (108 — 104.25)% (101 — 104.25) (32 — 34.75)%
Luegoy® = = 0470
HEROT FETS 7 s, A O T0E O s
Como hay 4 categorias, & = 4 y el nimero de grados de libertad es v = 4 — | = 3.
(a) Para vy = = /’99 = 11.3, y, por tanto, no podemos rechazar la teoria al nivel 0.01.

() Parav = 3, y%5 =781, y, portanto, no podemos rechazar al nivel 0.05.

Concluimos que teoria y experimentos estin en buen acuerdo.
Notese que para 3 grados de libertad, y%5 = 0.352 y 2 = 0470 > 0.352. Asi pues, aunque ¢l
acuerdo es bueno, los resultados obtenidos estan sujetos a un error de muestreo razonable.

Una urna contiene un gran niimero de fichas de 4 colores diferentes: rojo, naranja, amarillo y verde.
Una muestra de 12 fichas ha dado 2 rojas, 5 naranjas, 4 amarillas y | verde. Contrastar la hipotesis de
que la urna contiene iguales proporciones de los cuatro colores.

Solucién

Bajo la hipotesis de proporciones idénticas, se esperarian 3 fichas de cada color, Como estos
numeros esperados son menores que 5, la aproximacién ji-cuadrado sera errénea. Para evitar eso,
combinamos categorias dg modo que el niimero esperado en cada una sea al menos 5.

Si deseamos rechazar la hipotesis, debemos combinarlas de manera tal que la evidencia en contra
de la hipétesis sea mas nitida. Ello se logra en nuestro caso considerando las categorias «rojo o verde»
Yy «naranja o amarillo», para las cuales la muestra daba 3 y 9 fichas, respectivamente. Como el niimero
esperado en cada categoria bajo la hipotesis de proporciones iguales es 6, tenemos

L, _B-6" ©-6 _
ST T e

Parav = 2 — | = 1, y%s = 3.84. Luego no podemos rechazarla al nivel de significacion 0.05
(aunque si al 0.01). Cabe concebir que los resultados observados pudleran ser fruto del azar, aunque
haya igual proporcion presente de cada color.
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12.8.

12.9.

ESTADISTICA

Ortro método
Con correccion de Yates sc obtiene

U= ) = 0.5)_2 iy (19 — 6 — 0.5)? i (2.5)% I [2._5__)_2 di

2.1
6 6 6 6

;{2

que conduce a las mismas conclusiones que antes. Era de esperar, claro esta, pues la correccion de
Yates siempre reduce el valor de y2.

Hay que hacer notar que si se hubicra usado la aproximacion 2 a pesar de que las frecuencias son
demasiado pequefias, se hubiera obtenido

e 2 — < = 2 =i %
SRm P R R, e S

2
3 3 3 i 3

3:33

P4

Comoparav =4 — | = 3, %, = 7,81, llegariamos a la misma conclusién de antes. Desgraciada-
mente, la aproximacion y* para pequciias frecuencias es pobre; por tanto, cuando no sea aconsejable
combinar frecuencias, debemos recurrir a los métodos exactos de probabilidad del Capitulo 6.

En 360 tiradas de un par de dados, han salido 74 sietes y 24 onces. Con nivel de significacion 0.05,
contrastar la hipotesis de que los dados son buenos.

Solucién

Un par de dados puede caer de 36 formas. Un 7 ocurre de 6 formas y un 11 en 2 formas. Luego
Prisiete} = 5% = &y Prionce} = % = .. Por tanto, cn 360 tiradas esperariamos 360/6 = 60 sietes y
360/18 = 20 onces, de modo que

74 — 60)? 24 — 200
_ (74 = 607 )

B,
% 60 20

= 407

Parav = 2 — 1 = 1, y%5 = 3.84. Luego, como 4.07 > 3.84, estariamos inclinados a rechazar la
hipotesis de que los dados son buenos. Usando la correccion de Yales, sin embargo, encontramos

] (174 — 60] — 0.5 (124 — 20| — 0.5  (13.52  (3.57
2 : I =
4 *(corregido) = %0 i 50 % i =

= 3.65

Asi que sobre la base del 2 corregido no podemos rechazarla al nivel de significacion 0.05.

En general, para grandes muestras como las de este ejemplo, los resultados usando la correccion de
Yates son mas fiables. No obstante, como incluso los valores corregidos de y? estan tan cerca del valor
critico, dudamos en tomar decisiones en un sentido u otro, En tales casos es quizas mejor aumentar el
tamafio de la muestra si estamos interesados especialmente en el nivel de significacion 0.05 por alguna
razon; de otro modo, podriamos rechazar la hipdtesis a algin otro nivel (tal como 0.01) si ello es
satisfactorio.

Un estudio sobre 320 familias con 5 hijos revelo la distribucidon de la Tabla 12.6, ;Es consistente el
resultado con la hipotesis de que los nacimientos de chicos y chicas son igualmente probables?

Tabla 12.6
Numero de 5 chicos | 4 chicos | 3 chicos | 2 chicos | 1 chico |0 chicos
chicos y chicas 0 chicas | 1 chica | 2 chicas | 3 chicas | 4 chicas | 5 chicas | Total

el
5]
=

Numero de familias 18 56 110 88 40 8
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Solucion

Sea p = probabilidad de que nazca un chico y ¢ = 1 — p la de una chica. Entonces, las
probabilidades de (5 chicos), (4 chicos y 1 chica), ... (5 chicas) vienen dadas por los términos del
desarrollo del binomio

(p + 97 = p° + 5p*q + 10p°¢> + 10p°¢° + 5pg* + ¢°

Sip = g = %, tenemos

io
32

Pr{5 chicos y O chicas} = (})° = &5 Pr{2 chicos y 3 chicas} = 10()*@3)?
Pr{4 chicos y 1 chica} = 5(3)*(}) = & Pr{l chico y 4 chicas} = 5(1)(})* =
Pr{3 chicos y 2 chicas} = 10()*¢)* = Pr{0 chicos y 5 chicas} = (})° = &

S5
32

i
bale

Asi que el nimero esperado de familias con 5, 4, 3, 2, 1 y 0 chicos se obtiene multiplicando las
probabilidades anteriores por 320, y los resultados son 10, 50, 100, 100, 50 y 10, respectivamente. Por
tanto,

—10)? —50) (110—100)> (88 —100)> (40—50)* (8—10)?
2 (B0 (36— 30F n( e e I e

120
10 * 50 100 100 50 10

Como 3%s = 111 y %5 = 151 parav = 6 — 1 = 5 grados de libertad, podemos rechazar la
hipé6tesis al nivel de significacion 0.05 pero no al 0.01. Asi pues, concluimos que los resultados son
probablemente significativos, y los nacimientos de chicos y chicas no son equiprobables.

Probar que un test ji-cuadrado con solo dos categorias es equivalente al contraste de significacion para
proporciones (o sea, el test 2) de la pagina 226.

Solucién

Si P es la proporcion muestral para la categoria I, p la proporcion de la poblacion y & la frecuencia
total, podemos describir la situacion por medio de la Tabla 12.7. Entonces, por definicion,

, _ (NP — Np? o LN £l Wil=—pili- SINHIE =) ! NP Sip)e

B Np Ng _ Np Ng
ety N(P = p* (P = p)?
=N{P_p]2(;_]+_)= =g ip)
q Pq PgiN

que es el cuadrado del estadistico z de la pagina 226.

Tabla 12.7
1 11 Total
Frecuencia observada NP N1l — P) N

Frecuencia esperada Np N(1 — p) = Ng N
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12.11. (a) Probar que la formula (1) de este capitulo se puede escribir

Y#) Usar el resultado de la parte (a) para verificar el valor de y* calculado en el Problema 12.6.

Solucion

{a) Por definicion,

12=Z[0_--—Z( — 205, +e)

J J

2
=Z{’J-2Zo+ze=2——2N+N Z — N
(_’ J

donde se ha usado la formula (2) de este capitulo.

(315 (108 (101 (32
b ISy Gipaae il Lo ESES E R yj
i =iy 31275 T 10825 T 10425 T 3475~ O°

BONDAD DEL AJUSTE

12.12. Usar el test ji-cuadrado para determinar la bondad del ajuste de los datos de la Tabla 74 del
Problema 7.31.

Solucion
G (38 — 33.2}2 (144 —161.9)%2 (342—316.2)* (287— 308.7)> (164 —150.7)2 (25— 29.4)*

33.2 1619 362~ 8087 1507 29.4
=754

Como el nimero de parametros utilizados en la estimacion de las frecuencias esperadas es m = 1
(a saber, el parametro p de la distribucion binomial), v =k — 1 —m =6 — 1 — 1 = 4

Para v = 4, y%5 = 9.49. Asi que el ajustc de los datos es bueno.

Para v = 4, y%5 = 0.711. Asi pues, como x? = 7.54 > 0.711. El acuerdo no es tan extremada-
mente bueno como para ser increible.

12.13. Determinar la bondad del ajuste de los datos en la Tabla 7.6 del Problema 7.33.

Solucion

o 13)? (18 — 20,682 (42— 3892 (27 -27.71)* (8 —743)

X 413 T R T R TR

=0.959

Como el nimero de parametros utilizados en la estimacion de las frecuencias esperadas es
m =2 (a saber la media p y la desviacion o de la distribucion normal), v=k—1—m=5—-1—-2=2.
Para v = 2, %5 = 5.99. Luego concluimos que el ajuste es muy bueno.

Parav = 2, 3% = 0.103. Asi pues, como y* = 0959 > 0.103, el ajuste no es «demasiado bueno».
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TABLA DE CONTINGENCIA

12.14. Resolver el Problema 10.20 usando el test ji-cuadrado.

Solucion

Las condiciones del Problema se presentan en la Tabla 12.8(q). Bajo la hipotesis nula H, de que =l
suero no tiene efecto, esperariamos 70 personas curadas en cada grupo, como indica la Tabla 12.8(b).
Nétese que H, equivale a decir que la recuperacion es independiente del uso del suero (o sea, las
clasificaciones son independientes).

Tabla 12.8(z). Frecuencias observadas

Curados No curados Total
Grupo A (usando suero) 75 25 100
Grupo B (sin suero) 65 35 100
Total 140 60 200

Tabla 12.8(h). Frecuencias esperadas bajo H,

Curados No curados Total
Grupo A (usando suero) 70 30 100
Grupo B (sin suero) 70 30 100
Total 140 60 200

75 — 70)° 65 — 70)? 25 — 30)? S — 30)?

gt %5 L =5 kel 5 S -(3——3—6-9— = 238

Para determinar el niimero de grados de libertad, consideremos la Tabla 12.9, que es la misma que
la 12.8 excepto que solo muestra los totales. Es claro que somos libres de colocar s6lo un namero en
cualquiera de las 4 celdas vacias, ya que una vez hecho eso los numeros en las restantes celdas vacias
quedan fijados por los totales indicados. Luego hay | grado delibertad.

Tabla 12.9
Curados No curados Total
Grupo A 100
Grupo B 100
Total 140 60 200




280

12.15.

12.16.

ESTADISTICA

Otro método

Por la férmula (véase Problema 12.18), v = (h — 1)(k — 1) = (2 — 1)(2 — 1) = 1. Como x%5 =
= 3.84 para 1 grado de libertad y como y? = 238 < 3.84, concluimos que los resultados na son
significativos al nivel 0.05. Somos incapaces, en consecuencia, de rechazar H, a este nivel, y o bien
concluimos que el suero no es efectivo o aplazamos la decision, a la espera de mas observaciones.

Notese que 32 = 2.38 es el cuadrado del z, z = 1.54, obtenido en el Problema 10.20. En general, el
test ji-cuadrado que involucra proporciones muestrales en una tabla de contingencia 2 x 2 es
equivalente a un contraste de significacion de diferencias en proporciones usando la aproximacion
normal, como en la pagina 228. (Véase Prob. 12.20).

Hacemos notar también que un contraste de una cola usando y2 es equivalente a uno de dos colas
usando ¥ ya que, por ejemplo, > > y%s corresponde 8 ¥ > 7.5 0 ¥ < —).95. Como para tablas de
contingencia 2 x 2, ¥? es el cuadrado de z, se sigue que y es lo mismo que z para este caso. Asi pues,
un rechazo de la hipotesis al nivel 0.05 usando 2 equivale a un rechazo en un contraste de dos colas al
nivel 0.10 usando z.

Repetir el Problema 12.14 haciendo la correccion de Yates.

Solucion

—70]—0.5) — 70| =052 (|25—30|—0.5* (|35 —30]—0.5)
xz(corregido]=(|75 70| —0.5) +{l65 0] —0.5) +(|_5_O] -0.5) +M=

70 70 30 30 193

Luego las conclusiones del Problema 12.14 son validas. Lo cual se podia haber visto de golpe
recordando-que la correccion de Yates siempre decrece el valor de 2.

La Tabla 12.10 muestra los nimeros de estudiantes aprobados y suspendidos por tres profesores: Mr.
X, Mr. Y y Mr. Z. Contrastar la hipotesis de que las proporciones de suspendidos por los tres
profesores son iguales.

Tabla 12.10. Frecuencias observadas

Mr. X Mr. Y Mr. Z Total

Aprobados 50 47 56 153
Suspensos 5 14 8 27
Total 55 6l 64 180

Solucion

Bajo la hipétesis H, de que las proporciones de estudiantes suspendidos por los tres profesores son
iguales, hubieran suspendido 27/180 = 15% de los estudiantes y aprobado el 85%. En ese caso Mr. X,
por ejemplo, hubiera suspendido al 15% de 55 estudiantes y hubiera aprobado al 85% de esos 55. Las
frecuencias csperadas bajo H, r= recogen en la Tabla 12.11. Tenemos pues

(50-46.757  (47—51.857 (56—54.407 (5—825)° (14—9.152 (83—9.60)

= - =484
46.75 51.85 54.40 8.25 9.15 9.60

Para determinar el niimero de grados de libertad, consideremos la Tabla 12.12, que es la misma
que las Tablas 12.10 y 12.11 excepto que solo muestra los totales. Es claro que tenemos la libertad de
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s6lo un niimero en una celda vacia de la primera columna y uno cn una celda vacia de la segunda o
tercera columna, tras lo cual todos los demas nimeros de las otras casillas quedan fijados univoca-

mente por los totales indicados. Luego hay 2 grados de libertad en este caso.

Tabla 12.11. Frecuencias esperadas bajo H,
Mr. X Mr. Y Mr. Z Total
Shspansos 15% (je 55 | 15% de 6l | 15% de 64 7
=825 =975 =9.60
Total 55 61 64 180
Tabla 12.12
Mr. X Mr. Y Mr. Z Total
Aprobados 153
Suspensos 27
Total 55 6l 64 180

Otro método

Por la fofmula, v = (h — 1)(k — 1) = 2 — 1)(3 — 1) = 2. Como y%s = 599, no podemos
rechazar H, al nivel 0.05. Notese, no obstante, que como y%, = 4.61, podemos rechazar H, al nivel

0.10 si estamos dispuestos a correr ¢l riesgo de uno entre 10 de equivocarnos.

Usar la férmula (9) de este capitulo para calcular el valor de y* para el Problema 12.16.

Solucion

Tenemos @, = 50, a, = 47, a5 = 56, b, = 5, b, = 14, b3 =8 N, =a) + a, + 43 = 153,
No=0b, +b, +b3=21,N,=a, +b =55N, =a; + by =6, Ny=ua, +5b, =064y
N =N, + Ny=N, + N, + N; = 180. Luego

. a,+a2+a§ +— bz+bz+i - N
st Evshue Tl B e R
180[(50)2 (4772 (5627 180[(5)F (14 (8)?
L Ul B 1 180—484
153[ S e

Probar que para una tabla de contingencia 4 x k el niimero de grados de libertad es (h — 1) x (k — 1),
donde h > 1y k > L
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Solucion

En una tabla con /4 filas y & columnas, podemos dejar de lado un niimero en cada columna, porgue
tales nimeros se pueden recuperar por el conocimiento de los totales de filas y columnas. Se sigue gue
tenemos la libertad de colocar sélo (A — 1)(k — 1) nimeros en la tabla, ya que los demas se
determinan univocamente. Luego el numero de grados de libertad es (& — 1)(k — 1). Este resultado
vale si se conocen los parametros de la poblacion necesarios para obtener las frecuencias esperadas.

12.19. (a) Probar que para la tabla de contingencia recogida en la Tabla 12.13(a).

Niaby — ayb,)?
NiN;NNg

1* =

() Tustrar el resultado de la parte (a) con los datos del Problema 12.14.

Tabla 12.13(2). Resultados observados Tabla 12.13(5). Resultados esperados
I II Total I 11 Total
;' A ay s Ny A N N, N NoNJN Ny
B b, b, Ny B N N/ N N,N4/ N Ny
Total Ny N, N Total N, N, N
Solucion

{a) Como en el Problema 12.14, los resultados esperados bajo una hipotesis nula se muestran en la
Tabla 12.13(). Entonces

1] e NiNAa“f-’\_‘PJ_Z la, — NZNAfN)z (b| T NlNBfN}z (hy — N, NB!'ALJ'_E

7] nliE b 3 Sl
NN, N NN N N Ng/ N NyNg/N
Pero s N1-’_\"A S lay + by)la; +ay) _ aiby — ash,
N a+b, +ua,+ by N
: NN NNy NoNg

Analogamente, iy — e SRS ;V -~y b= N

iy by, — ashy
son también iguales a T-

Asi que podemos escribir

x2=_~_ f"1bz'”¢?2f7_1 z+ N' ayby — azb, 2_{_
! N NN, N

i N (aiby — azb, 2+ N albz—azb,)z
NN, N NoNp et

e Majbs — azby)?
T NNyN,Na

que se simplifica a




12.20.

(h)
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En el Problema 12.14,a, = 75,4, = 25,6, = 65,5, = 35, N, = 140, N, = 60. N, = 100, N, =
= 100 y N = 200: entonces. como se ha obtenido antes.

5 _ 200[(75)(35) = (25)(65)]> _ s
T (1oye0)(100)(100y 7

Usando la correccion de Yates, ¢l resultado es el mismo que en el Problema 12,15

Nabs = ashil = SN? _ 200[[(75)(35) - (25)(65)] — 100* _

; - 1.93
NiNN Ny (140)(60)(100)(100)

«* (corregido) =

Probar que un test ji-cuadrado que implique a dos proporciones muestrales es equivalente a un
contraste de significacion de diferencias en proporciones mediante la aproximacién normal (véase pa-
gina 228).

Solucion

Sean P, y P, dos proporciones muestrales, y sea p la proporcion de la poblacion. Con referencia al
Problema 12.19, se tiene

b)
Pisim Po==2 1-pP =22 s B S 13
ki e B = ' 5 R R
N, Ny

e e B I N 14

¥ n = P 4§ N (14}
Por tanto. ay = NPy ay = NoPy b= Nyl — Py) by = Nyl — Py (15)
¥ Ny = Np Ng = N, (16}

Usando las ecuaciones (15) y (16), del Problema 12.19 deducimos

&

Nasb, — az6,F _ NIN\ PNyl = Py) — NyPyN (1 = Py)J

N, N,N.N, N, N,NpNg
NN(P, — P,y)? (P, — Py)?
gl =% i (porque N = N, + N,)
Npa LN, + 1IN, PO ey

que es el cuadrado del estadistico z dado en la pagina 228

TABLA DE CONTINGENCIA

12.21.

12.22.

Hallar el cocficiente de contingencia para los datos de la tabla de contingencia del Problema 12.14

B e 2.38
¥+ N 238 + 200

Hallar el maximo valor de C para la tabla 2 x 2.del Problema 12.14.

Solucion

= /001176 = 0.1084
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‘ Solucion

El maximo de € ocurre cuando las dos clasificaciones son perfectamente dependientes o asociadas
‘ En tal caso, todos los que toman el suero se recuperan y todos los que no lo toman siguen enferm
La tabla de contingencia aparece en la Tabla 12.14.

' Tabla 12.14

! Curados No curados Total
I! Grupo A (usando suero) 100 0 100
. Grupo B (sin suero) 0 100 100
|

Total 100 100 200

Como las frecuencias esperadas de celda, supuesta completa independencia, son todas 50,

= 2 - 2 = 2 a 2
xz={1(}0 500 +(_0 50) +&_ 50) (100 — 50) »

+— 200
50 50 50 50

Asi que el maximo de C es /2%/(x* + N) = /200/(200 + 200) = 0.7071.
En general, para dependencia perfecta en una tabla de contingencia donde los nameros de filas y
columnas son ambos k, las tnicas frecuencias de celda no nulas se producen en la diagonal desde la

esquina superior izquierda hasta la inferior derecha. Para tales casos, C . = « [k — 1)/k. (Vease
Problemas 12.52 y 12.53))

CORRELACION DE ATRIBUTOS

12.23. Para la Tabla 12.8 del Problema 12.14, hallar el coeficiente de contingencia (a) sin y (b) con la
correccion de Yates.

Solucibén

(@ Como y? = 2.38, N = 200, y k = 2, se tiene

2
i X = 238
= 'JN{k =5 ']200 = 0.1091

lo que indica poca correlacion entre recuperacion y uso del suero.
(b) Por el Problema 12.15, r (corregido) = ,/1.93/200 = 0.0982.

12.24. Probar que el coeficiente de contingencia para tablas de contingencia, como se definio en la ecuacién
(12) de este capitulo, esta entre 0 y 1.
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Solucion

Por el problema 12.53, el maximo valor de /x?/(x* + N) es ,/(k — 1/k. Luego

2 k=l
;rr’x+Ng k<=0 +N) ki <k — 1> + kN — N

k

x X
2k~ et L Ty . R Y
Lo T e e A ¥ % i

Puesto que 3* = 0,r = 0. Asi que, 0 < r < 1, como deseabamos probar.

PROPIEDAD ADITIVA DE r

285

12.25. Para contrastar una hipotesis se ha realizado tres veces un experimento. Los valores resultantes de 32
son 2.37, 2.86 y 3.54, cada uno de los cuales corresponde a un grado de libertad. Probar que mientras
H, no se puede rechazar al nivel 0.05 sobre la base de uno sélo de esos experimentos, sea cual sea, si se

puede rechazar cuando se combinan los tres.

Solucion

Los valores de y? obtenidos al combinar los tres experimentos es, de acuerdo con la propiedad
aditiva, y* = 237 + 2.86 + 3.54 = 877con 1 + 1 + 1 = 3 grados de libertad, Como 375 para 3
grados de libertad es 7.81, podemos rechazar H, al nivel de significacion 0.05. Pero como x%5 = 3.84
para | grado de libertad, no se puede rechazarla sobre la base de un solo experimento.

Al combinar experimentos en los que se obtienen valores de y? correspondientes a 1 grado de
libertad, la correccion de Yates se omite debido a que tiene tendencia a corregir en exceso.

EL TEST JI-CUADRADO 0.05 si el profesor nuevo sigue la norma de
12.26. En 60 lanzamientos de una moneda han gradas d¢Jos YOS,
salido 37 caras y 23 cruces. Usando nivel de 12.29. Se lanzan tres monedas 240 veces con el
si_gniﬁca}ci(')'n (a) 0.05 v (&) 0.01, contrastar la nimero de caras que recoge, junto con los
hipotesis de que la moneda es buena. resultados esperados bajo la hipotesis de

que las monedas son buenas, la Tabla

12.27. Repetir el Problema 12.26 usando la correc-

< significacion.
cion de Yates.

Tabla 12.15

12.28. En un largo periodo de tiempo, los grados

Fr. observada| F. d
dados por un grupo de profesores en un S e i

curso particular han dado como promedio .
12% Aes, 18% Bes, 40% Ces, 18% Des y Uatas 0 30

12% Efes. Un nuevo profesor da 22 Aes, 34 gz;zz é Igé; gg
Bes, 66 Ces, 16 Des y 12 Efes en dos semes- Caﬁ‘as 3 23 30

tres. Determinar al nivel de significacion

12.15. Contrastar la hipotesis al nivel de
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12.30. La Tabla 12.16 indica el nimero de libros
prestados en una biblioteca publica durante
una semana concreta. Contrastar la hipo-
tesis de que el nimero de libros prestados
no depende del dia de la semana, usando
nivel de significacion (g) 0.05 y (b) 0.01.
Tabla 12.16
N.® de libros prestados
Lunes 135
Martes 108
Miércoles 120
Jueves 114
Viernes 146
12.31. Una urna contiene 6 fichas rojas y 3 blan-
cas. Se sacan dos al azar, se anotan sus
colores y se devuelven a la urna. Este proce-
so se realiza 120 veces, y los resultados los
presenta la Tabla 12.17.
(@) Calcular las frecuencias esperadas.
(h) Determinar al nivel de significacion
005 si los resultados obtenidos son
consistentes con los esperados.
Tabla 12.17
Namero de extracciones
0 Rojas
2 Blancas 6
1 Roja
1 Blanca 53
2 Rojas
0 Blancas 6l
12.32. Se toman al azar 200 tuercas de las produ-

cidas por cada una de 4 maquinas. Las de-
fectuosas encontradas fueron 2, 9, 10 y 3.
Determinar si hay una diferencia significati-
va entre las maquinas. usando nivel de sig-
nificacion 0.05.

BONDAD DEL AJUSTE

12.33.

(@) Usando el test ji-cuadrado, determinar
la bondad del ajuste de los datos de la Ta-

12.34.

12.35.

bla 7.9 del Problema 7.75. (5) ;Es «demasia-
do bueno» el ajuste? Trabajar al nivel de
significacion 0.05.

Usar el test ji-cuadrado para juzgar la bon-
dad del ajuste de los datos en (a) la Tabla
3.8 del Problema 3.59 y (4) la Tabla 3.10 del
Problema 3.61. Usar un nivel de significa-
cién de 0.05 y determinar en cada caso si el
ajuste es «demasiado buenow.

Usar el test ji-cuadrado para determinar la
bondad del ajuste de los datos en (a) la
Tabla 7.9 del Problema 7.79 y (b) la Tabla
7.10 del Problema 7.80. ;Es consistente el
resultado de la parte (g) con ¢l del Proble-
ma 12.33?

TABLA DE CONTINGENCIA

12.36.

La Tabla 12.18 recoge el resultado de un
experimento para investigar el efecto de la
vacunacion de animales de laboratorio con-
tra una cierta enfermedad. Con nivel de sig-
nificacion (a) 0.01 y (b) 0.05 contrastar la
hipotesis de que no hay diferencia entre los
grupos con y sin vacuna (0 sea, que vacuna
y enfermedad son independientes).

Tabla 12.18

Enfer- | No enfer-
maron maron
Vacunados 9 42
No vacunados 17 28
Tabla 12.19
Aprobados | Suspensos
Clase 4 72 17
Clase B 64 23

12.37.

Rehacer el Problema 12.36 usando la co-
rreccion de Yates.




12.38.

12.39.

La Tabla 12.19 muestra el namero de estu-
diantes en las clases 4 y B que aprobaron y
suspendieron un examen propuesto 4 am-
bos grupos. Al nivel de significacion (a) 0.05
y () 0.01 contrastar la hipotesis de que no
hay diferencia entre las dos clases: Resolver
el problema con y sin correccion de Yates.

A una parte de los pacientes con insomnio
se les administro un tipo de pildoras induc-
toras del suefio y a los demas pildoras de
azicar (aunque ellos erefan tomar un som-
nifero). Se les pregunto mas tarde si las pil-
doras hacian efecto, con las respuestas que
contiene la Tabla 12.20. Supuesto que los
pacientes contestaron con sinceridad, con-
trastar la hipdtesis de que no hay diferencia
entre ambos tipos de pildoras al nivel de
significacion 0.05.

Tabla 12.20

No durmie-
ron bien

Durmieron
bien

Tomaron
pildoras 44 10
somniferas

Tomaron
pildoras 81 35
inocuas

12.40.

Ante una propuesta de politica exterior, de-
mocratas y republicanos adjudicaron sus
votos como muestra la Tabla 12.21. Al nivel
de significacion () 0.01 y (b) 0.05, contrastar
la hipotesis de que no hay diferencia entre
los dos partidos en lo que a dicha propues-
ta se refiere.

Tabla 12.21

Democratas |Republicanos

A favor 85 118

En contra 78 61

Indecisos 37 25
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12.41. La Tabla 12,22 presenta la relacién entre
las notas de estudiantes en matematicas y
fisica. Contrastar la hipotesis de que ambas
son independientes, usando nivel de signifi-
cacion (a) 0.05 v (h) 0.01

Tabla 12.22
Matematicas

2 Calific. | Calific. | Calific.

Fisica ; :
altas bajas | medias

Calific. 56 7 1
altas
S o 163 38
medias
coline. | o 42 85
bajas

12.42. La Tabla 12.23 recoge los resultados de un
estudio sobre si 12 edad de los conductores,
de 21 afios o mas, afecta al nimero de acci-
dentes que sufren (incluidos pequefios per-
cances). Al nivel de significacién (a) 0.05 y
() 0.01, contrastar la hipotesis de que el
numero de accidentes es independiénte de
la edad del conductor. ;Qué posibles difi-
cultades en las técnicas de muestreo, o qué
otras consideraciones, podrian afectar a las
conclusiones?

Tabla 12.23
Edad
del con- Numero de accidentes
ductor
0 1 2 >2
21-30 | 748 74 31 9
31-40 | 821 60 25 10
41-50. | 786 51 22 6
51-60 | 720 66 16 5
61-70 | 672 50 15 7
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12.43.

12.44.

12.45.

12.46.

12.47.

12.48.

ESTADISTICA

(a) Probar que ¥? = Y (o}/e) — N para
todas las tablas de contingencia, donde
N es la frecuencia total de todas las
celdas.

(b)) Usando el resultado de la parte (a),
resolver el Problema 12.41.

Si N, y N, denotan, respectivamente, la su-
ma de frecuencias de la i-ésima fila y de la
Jj-ésima columna de una tabla de contingen-
cia (las frecuencias marginales), probar que
la frecuencia esperada para la celda que es-
ta en la i-ésima fila y en la j-ésima columna
es N;N;/N, donde N es la frecuencia total de
todas las celdas.

Demostrar la fofmula (9) de este capitulo.
(Ayuda: Usar los Problemas 12,43 y 12.44.)

Extender el resultado de la formula (9) a las
tablas de contingencia 2 x k, con k > 3.

Probar la férmula (8) de este capitulo.

Por analogia con las ideas desarrolladas
para tablas de contingencia h x k, discutir
las tablas de contingencia k x k x [ citan-
do sus posibles aplicaciones,

COEFICIENTE DE CONTINGENCIA

12.49.

La Tabla 12.24 presenta la relacion entre el
color del pelo y ¢l de los ojos en una mues-
tra de 200 estudiantes.

(q) Hallar el coeficiente de contingencia
sin y con correceion de Yates.

() Comparar el resultado de (@) con el
coeficiente de contingencia maximo.

Tabla 12.24
Color Color del cabello
de los -
0jos Rubio No rubio
Azul 49 25
No azul 30 96

12.50.

12.51.

12.52.

12.53.

Hallar el coeficiente de contingencia para
los datos de (a) el Problema 12.36 y (b) el
Problema 12.38, sin y con correccidn de
Yates.

Hallar el coeficiente de contingencia para
los datos del Problema 12.41.

Probar que el coeficiente de contingencia
maximo para una tabla de contingencia

3 x 3es \/%t = 0.8165 aproximadamente.

Probar que el coeficiente de contingencia
maximo de una tabla de contingencia

k x kes. /(k — 1)k.

CORRELACION DE ATRIBUTOS

12.54.

12.55.

12.56.

12.57.

Hallar el coeficiente de correlacion para los
datos de la Tabla 12.24.

Hallar el coeficiente de correlacion para los
datos de la (a) Tabla 12.18 y (b) Tabla 12.19
sin y con correccion de Yates.

Hallar ¢l coeficiente de correlacion entre las
notas de matematicas y fisica de la Tabla
12.22.

Si C es el coeficiente de contingencia para
una tabla de contingencia k x k y r es el
correspondiente coeficiente de correlacion,

probar que r = C/ /(1 — €}k — 1).

PROPIEDAD ADITIVA DE %’

12.58.

Para contrastar una hipotesis, se ha realiza-
do cinco veces un experimento. Los valores
resultantes de x?, cada uno correspondien-
do a 4 grados de libertad, son 83, 9.1, 8.9,
7.8 y 8.6, respectivamente. Probar que
mientras H, no puede ser rechazada al ni-
vel 0.05 sobre la base de cada experimento
por separado, puede rechazarse al nivel
0.005 atendiendo al resultado combinado
de los cuatro experimentos.




CAPITULO 1 3

Ajuste de curvas y el método
de minimos cuadrados

RELACIONES ENTRE VARIABLES

En la practica encontramos a menudo que existen relaciones entre dos (o mas) variables. Por
ejemplo, los pesos de las personas dependen en cierta medida de sus alturas, las circunferencias de
los circulos dependen de los radios, y la presion de una masa de gas dada depende de su volumen y
de su temperatura.

Suele ser deseable expresar tales relaciones en forma matematica determinando una ecuacion
que conecte a las variables.

AJUSTE DE CURVAS

Para hallar una ecuacion que relacione las variables, el primer paso es recoger datos que muestren
valores correspondientes de las variables bajo consideracion. Asi por ejemplo, supongamos que X ¢
Y denotan, respectivamente, la altura y el peso de personas adultas; entonces una muestra de N
individuos revelaria las alturas X, X,, .., Xy y los pesos correspondientes Y, ¥,, .., Y.

El préximo paso es marcar los puntos (X, Y,), (X5, Y,), .., (Xy, ¥y) sobre un sistema de
coordenadas rectangulares. El conjunto de puntos resultante se llama a veces un diagrama de
dispersion.

A partir del diagrama de dispersidn es posible, con frecuencia visualizar una curva suave que
aproxima los datos. Tal curva se llama una curva aproximante. En la Figura 13.1, por ejemplo, los
datos parecen aproximarse bien a una linea recta, y decimos que hay una relacion lineal entre las
variables. En la Figura 13.2, sin embargo, aunque existe una relacion entre las variables, no es
lineal, y se dice que es una relacion no lineal.

Y ¥

Figura 13.1. Figura 13.2.
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El problema general de hallar ecuaciones de curvas aproximantes que se ajusten a un conjunto
de datos se llama ajuste de curvas.

ECUACIONES DE CURVAS APROXIMANTES

Varios tipos comunes de curvas aproximantes y sus ecuaciones se presentan en la lista adjunta para
facilitar posteriores referencias. Todas las letras excepto X e Y representan constantes. Las variables
X e Y se llaman variable independiente y dependiente, respectivamente, aunque estos papeles se
pueden intercambiar.

Linea recta Y=a, + a X (1)
Parabola, o curva cuadratica Y = a5 + X + a,X? (2)
Curva cubica Y =ay + X + a,X* + a;X° (3
Curva cuartica Y =ay + X + a,X? + a;,X* + aX* (4)
Curva de grado n Y =a, + X + a;X* + - + g, X" (5)

Los lados derechos de las ecuaciones anteriores s¢ llaman pofinomios de grado uno, dos, tres, cuatro
y n, respectivamente. Las funciones definidas por las cuatro primeras ecuaciones se llaman a veces
[unciones lineal, cuadratica, cubica y cudrtica, respectivamente.

He aqui algunas otras de las muchas ecuaciones que se utilizan frecuentemente en la practica:

Hipérbola Y= ﬁ/\—/ o ; =ay+a, X {6)
Curva exponencial Y=ab* 6 log Y=loga+(log H)X =ay +a, X )
Curva geomeétrica Y=aX* 6 log Y=Ilog a+ h(log X) (8)
Curva exponencial modificada Y=ab* + g (%)
Curva geométrica modificada Y =aX® + g (10)
Curva de Gompertz Y=pg*© & log Y= log p+ b*(log ) =ab* + g (11)
Curva de Gompertz modificada ¥ =pg® + h (12)
Curva logistica Y= ale+_g 0 -;-f= ab* +¢ : (13)

Y=ua, +a(log X)+ a,(log X)? (14)

Para decidir qué curva usar, es util obtener diagramas de dispersion de variables transformadas.
Por ejemplo, si un diagrama de dispersion de log Y versus X indica una relacion lineal, la ecuacion
tiene la forma (7), mientras que si log ¥ versus log X es lineal, la ecuacion tiene la forma (8). Suele
usarse papel grafico especial para facilitar la decision sobre qué curva usar. El papel grafico que
tiene solo una escala calibrada logaritmicamente se llama semilogaritmico (o semilog), y el que tiene
las dos escalas logaritmicas se llama pape! log-loe
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AJUSTE DE CURVAS A MANO

A menudo puede recurrirse a la intuicion personal a la hora de dibujar una curva que ajuste un
conjunto de datos. Esto se conoce como método de ajuste de curvas a mano. Si el tipo de ecuacion de
esa curva es conocido, es posible obtener las constantes de la ecuacion eligiendo tantos puntos de la
curva como constantes haya en la ecuacion. Por gjemplo, si la curva es una recta, son necesarios
dos puntos; si es una parabola, son precisos tres puntos. El método tiene la desventaja de que
diferentes observadores obtendran distintas curvas y ecuaciones.

LA RECTA

El tipo mas sencillo de curva aproximante es una linea recta, cuya ecuacion puede escribirse
Y =a; + X (15)

Dados cualesquiera dos puntos (X, ¥;) y (X, Y,) sobre la recta, se pueden determinar las
contantes a, y @,. La ecuacion asi obtenida se puede expresar

Y, — ¥
Vi ¥ (ﬁ)w & il ot s s sl ) (16)
S PO 1 Tt 1
o

se llama la pendiente de la recta y representa el cambio en Y dividido por el correspondiente cambio
en X.

Cuando la ecuacion se escribe en la forma (15), la constante a; es la pendiente »1. La constante
ag, que ¢s el valor de Y cuando X = 0, se llama la Y-interseccion.

EL METODO DE MINIMOS CUADRADOS

Para evitar juicios subjetivos al construir rectas, parabolas, u otras curvas aproximantes de ajuste
de datos, es necesario acordar una deficion de «recta de mejor ajuste», «parabola de mejor ajuste»,
etcétera.

Para ir hacia una tal definicion, consideremos la Figura 13.3, en la cual los puntos dato vienen
dados por (X, Y¥,), (X5, ¥5), ... (X Yy). Para un valor dado de X, digamos X,, habra una
diferencia entre ¢l valor ¥, y el correspondiente valor deducido de la curva C. Como ensefa la
figura, denotamos esta diferencia por Dy, que se llama a veces desviacion, error o residual, y puede
ser positiva, negativa o nula. Andlogamente, asociadas a los datos X, ..., Xy se obtienen desviacio-
nes D, .. Dy.

!
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Figura 13.3.

Una medida de la «bondad del ajuste» de la curva C a los datos dados viene proporcionada por
la cantidad D? + D% + --- + DZ. Si es pequeiia, el ajuste es bueno; si es grande, el ajuste es malo.
Hacemos, por tanto, la siguiente

Definicién. De todas las curvas que aproximan un conjunto dado de datos, la que tiene la propiedad de
que DI + D} + -+ + D} es minimo se llama una curva de ajuste optima.

Una tal curva se dice que ajusta los datos en el sentido de minimos cuadrados y se llama una curva
de minimos cuadrados. Asi pues, una recta con esa propiedad se llama recta de minimos cuadrados,
una parabola con esa propiedad se llama pardbola de minimos cuadrados, etc.

Es habitual emplear la definicién precedente cuando X es la variable independiente ¢ ¥ la
dependiente. Si la variable dependiente es X, la definicion se modifica considerando desviaciones
horizontales en lugar de verticales, lo que viene a ser como intercambiar los ejes X e Y. Estas dos
definiciones conducen, en general, a curvas distintas de minimos cuadrados. Salvo que se especifi-
que lo contrario, consideraremos a Y como la variable dependiente y a X como la independiente.

Es posible definir otras curvas de minimos cuadrados considerando distancias perpendiculares
desde cada uno de los puntos a la curva, en vez de distancias verticales u horizontales, pero no son
de uso comun.

LA RECTA DE MINIMOS CUADRADOS

La recta de minimos cuadrados que aproxima el conjunto de puntos (X,, ¥,), (X3, ¥3), ... (X5, Yy)
tiene por ecuacion

Y =4, + aX (17)
donde las constantes a, y a; quedan fijadas al resolver simultineamente las ecuaciones

YY =aN +a,¥X

18
Y XYe—iap T X + a1 ) X o
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que se llaman las ecuaciones normales para la recta de minimos cuadrados (17). Las constantes a, y
a, de las ecuaciones (18) se pueden hallar, si se desea, de las formulas

_ 2k x) - X0 XY SRR X0 ) (19)

\ NY X — (X Al e i

Las ecuaciones normales (18) son faciles de recordar sin mas que observar que la primera se
obtiene formalmente sumando en ambos lados de (17) [o sea, Y. ¥ = Y (o + a;X) = aoN + a,
Y. X, mientras la segunda se obtiene formalmente multiplicando primero ambos lados de (17) por
X y sumando después [0 sea, ) XY = > X(a, + a;X) = a5 Y, X + a; y, X*]. Notese que esto no
es una deduccion de las ecuaciones normales, sino solo una forma de recordarlas. Notese ademas
que en las ecuaciones (18) y (19) hemos usado la notacion abreviada )’ X, )’ X7, etc, en lugar de
ZJ' 1 ZJ' 1 XJ YJ’ ete.

El trabajo requerido para hallar una recta de minimos cuadrados s¢ puede aliviar en ocasiones
transformando los datos de manera que x = X — X ey = ¥ — Y. La ecuacion de la recta de
minimos cuadrados se puede escribir entonces (véase Prob. 13.15).

2 %ﬁg)x St (%)x 20)

En particular, si X es tal que Z X = 0 (es decir, X = 0), esto s¢ convierte en

~ X
y:y+@—;)x @1

La ecuacion (20) implica que y = 0 cuando x = 0; asi que la recta de minimos cuadrados pasa
por el punto (X, ¥), llamado centroide o centro de gravedad, de los datos.

Si se toma X como variable dependiente, escribimos (17) como X = b, + b, Y. Entonces los
resultados anteriores son validos si se intercambian X e Y, y se sustituyen a, ¥ 4, por by v by,
respectivamente. La recta- de minimos cuadrados resultante, sin embargo, no es generalmente la
misma que la obtenida antes [véanse Probs. 13.11 y 13.15(d)].

RELACIONES NO LINEALES

Las relaciones no lineales pueden reducirse en ocasiones a relaciones lineales por un apropiado
cambio de variables (véase Prob. 13.21).

LA PARABOLA DE MINIMOS CUADRADOS

La pardbola de minimos cuadrados que aproxima el conjunto de puntos (X Y0) (X X5)i s
(Xy, Yy) tiene ecuacion dada por

Y=a; + ¢, X + a,X? (22)
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donde las constantes a,, a; y a, se determinan al resolver simultaneamente las ecuaciones
Y. ¥ =N oYX + a Y Xo

ZXY=&OZX +GLZX2+QZZX3
YXY =Y+ a, L+ a, Y X

llamadas ecuaciones normales de la parabola de minimos cuadrados (22).

Las ecuaciones (23) se recuerdan facilmente observando que se pueden obtener formalmen
multiplicando (22) por 1, X y X?, respectivamente, y sumando en ambos lados de las ecuacions
resultantes. Esta técnica puede extenderse para obtener ecuaciones normales para curvas clibicas
minimos cuadrados curvas cuarticas de minimos cuadrados, y en general cualquiera de las curva
de minimos cuadrados correspondientes a la ecuacion (5).

Caomo en el caso de la recta de minimos cuadra dos, las ecuaciones (23) se simplifican si se elig
X de modo Y X = 0. También se produce simplificacion tomando como nuevas variables x = X —
~— Xey=7-F

REGRESION

A menudo deseamos estimar, basados en datos de una muestra, el valor de una variable
correspondiente a un valor dado de la variable X. Ello se puede hacer estimando el valor de ¥
mediante una curva de minimos cuadrados que ajuste los ‘datos. La curva resultante se llama
curva de regresion de Y sobre X, ya que Y s¢ estima a partir de X.

Si queremos estimar el valor de X a paritr de un valor dado de Y, hemos de usar una curva de
regresion de X sobre Y, que viene a ser un intercambio de las variables en el diagrama de dispersion
de modo que X sea la variable dependiente ¢ Y la independiente. Eso equivale a sustituir las
desviaciones verticales en la definicion de la curva de minimos cuadrados en la pagina 291 por
desviaciones horizontales.

En general, la recta o curva de regresion de Y sobre X no es la misma que la de X sobre Y.

APLICACIONES A SERIES EN EL TIEMPO

Si la variable independiente X es el tiempo, los datos muestran los valores de Y en varios instantes.
Datos ordenados en el tiempo se llaman series en el tiempo. La recta o curva de regresion de ¥
sobre X en este caso se suele llamar una recta o curva de tendencia, y se utilizan en estimacion y
prediccion.

PROBLEMAS EN MAS DE DOS VARIABLES

Los problemas que involucran a mas de dos variables pueden tratarse de manera analoga a los de
dos variables. Por ejemplo, puede haber una relacion entre tres variables X, Y y Z descrita por la
ecuacion

Z = ay + ;X + a,Y (24)

que se llama una ecuacion lineal en las variables X, Yy Z.
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En un sistema de coordenadas rectangulares tridimensional esa ecuacion representa un plano, y
los puntos (X, ¥, Z,), (X5, Y5, Z,), ..., (Xy, Yy, Zy) de la muestra pueden «dispersarse» no lejos de
ese plano, que se llama un plano aproximante.

Por extension del método de minimos cuadrados, podemos hablar de un plano de minimos
cuadrados que aproxima los datos. Si estamos estimando Z a partir de valores de X e Y, se le llama
un plano de regresion de Z sobre X ¢ Y. Las ecuaciones normales correspondientes al plano de
minimos cuadrados (24) vienen dadas por

Mg a N +a;, )X + a)Y
2XZ =06y X+a, X + a, ¥ XY (25)
ZYZ:aGZY+a12XY+ a, y v?

y se pueden memorizar como obtenidas de (24) multiplicandola por 1, X, ¥ sucesivamente, y
sumando después,

Cabe considerar también ecuaciones mas complicadas que (24), que representan superjicies de
regresion. S1 el nimero de variables es mayor que tres, se pierde la intuicién geométrica ya que se
requieren espacios de 4, 5, ... dimensiones.

Los problemas de estimacion de una variable a partir de dos o méas variables se llaman
problemas de regresion multiple y se consideraran con mas detalle en el Capitulo 15.

PROBLEMAS RESUELTOS

RECTAS

13.1. {a) Construir una recta que aproxime los datos de la Tabla 13:1.
(b) Hallar una ecuacién para esa recta.

Tabla 13.1

X 2 3 5 7 9 10

LY I S e A

Solucién

(@) Marcar los puntos (2, B (3, 3), (5, 7). (7, 11), (9, 15) ¥ (10, 17) en un sistema rectangular de
coordenadas, como indica la Figura 13.4. Es claro de esa figura que todos los puntos estan en una
recta (dibujada a trazos); asi que una recta ajusta esos datos exactamente.

(h) Para hallar la ecuacion de la recta dada por

Y= a5 + ayX (26)
s0lo se necesitan dos puntos; Escogemos los puntos (2, 1) y (3, 3), por ejemplo. Para ¢l punto (2, 1),
X =2y Y = I:sustituyendo esos valores en (26) se ve que

I = ay + 2a, (27)
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Anélogamente, para los puntos (3, 3), X = 3e Y = 3; sustituyendo esos valores en (26) se obtiene
3 = a, + 3a (28)
Resolviendo (27) y (28) simultaneamente, ¢ = —3y @, = 2, y la requerida ecuacién €s
= =3 + 2X 0 sea Y=2Xx —3

Como comprobacion, véase que los puntos (3, 7), (7. 11), (9, 15) y (10, 17) estan también sobre esa
recta.

132. En el Problema 13.1 hallar (@) ¥ cuando X = 4, (b) Y cuando X = 15,(c) Ycuando X = 0, (d) X
cuando ¥ = 7.5, (¢) X cuando ¥ = 0y (f) el crecimiento en ¥ correspondiente a un crecimiento
unidad en X. '

Solucién

Suponemos que para otros valores de Xe ¥ distintos de los especificados en la Tabla 13.1 s valida
la misma relacién ¥ = 2X — 3.

(a) SiX=4Y=24) —3=28—3 =5 Como estamos hallando el valor de ¥ correspondiente a
un valor de X incluido entre dos valores dados de X, este proceso se llama interpolacion lineal.
() Six=15Y=215-3=30-3= 27. Como estamos hallando el valor de ¥ correspondien-
te a un valor de X exterior a los valores dados de X, este proceso se llama extrapolacion lineal.
(¢) SiX=0Y=20—-3=0-3=-3. El valor de Y cuando X = 0 se llama Y-interseccion. Es
el valor de Y en el punto donde la recta (extendida si es preciso) corta al eje Y.
(d) SiY=7575=2X — 3 entonces 2X = 7.5 + 3 =105y X = 10.5/2 = 5.25.
(e) Si ¥ =0,0=2X — 3 entonces 2X = 3y X = 1,5 El valor de X cuando Y = 0 se llama
Y-interseccion. Es el valor de X en el punto donde la recta (extendida si es preciso) corta al eje X.
(f) Si X crece una unidad de 2 a 3, ¥ crece de 1 a 3, un cambio de dos unidades. Si X crece de 2 a 10,
osea (10 — 2) = 8 unidades, ¥ crecede 1 a 17, un cambio de (17 — 1) = 16 unidades; esto es, ¥’
| crece 2 unidades por cada unidad que crece X.
!5 En general, si AY denota el cambio en ¥ debido a un cambio en X de AX entonces el cambio
P en Y por unidad de cambio en X viene dado por A¥/AX = 2. Esto se llama la pendiente de la
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recta y es siempre igual a a; en la ecuacion ¥ = a; + a,X. La constante a, es la Y-interseccion
de la recta [véase parte (¢)].
Las cuestiones anteriores se pueden contestar también directamente del grafico, Figura 13.4.

(@) Probar que la ecuacion de una recta que pasa por los puntos (X, ¥;) y (X5, ¥,) viene dada por

s ool
ity e e Sdes Pt 1o ) o s
: Xz—Xl( Y

(#) Hallar la ecuacidon de una recta que pasa por los puntos (2, —3) y (4, 5).
Solucibn

(@) La ecuacion de la recta es

Y = ay + a,X (29)
Como (X, Y,) esta en la recta,
Y, = a5 + a, X, (30)
Como (X, ¥,) esta en la recta,
Ve o= i iy 31)
Restando la ecuacion (30) de (29),
¥ —¥r= gV — X)) (32)
Restando la ecuacion (30) de (31),
i ¥y = ¥

Yz = Yl = aI(XZ = Xl) Q 8ga a; = ﬁ
2 E

Sustituyendo este valor de a, en la ecuacion (32), obtenemos

, -1,

e T e el T e
v gy U )
como se pedia. La cantidad
S
X, - X

abreviada usualmente como m, representa el cambio en Y dividido por el correspondiente cambio
en X y es la pendiente de la recta. La ecuacion pedida puede escribirse ¥ — ¥, = m(X — X,).
(6) Primer método [usando el resultado de la parte (a¢}]
Correspondiendo al primer punto (2, —3), tenemos X; = 2 ¢ ¥, = —3; para el segundo,
4, 5), tenemos X, = 4e¢ Y, = 5 Luego la pendiente es

A N o ) L
m= — — =

=4
W= 4 2.2
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y la ecuacion pedida es
Y =Y, =mX - X, 0 sea Y= (=3 =4 — 2)
que s¢ pucde expresar ¥ + 3 = 4(X — 2),0sea ¥ = 4X — 11.

Segundo método [usando el método del Problema 13.1(4)]
La ecuacion de una recta es Y = a, + 4, X. Como el punto (2, —3) estd en la recta, —3 =a, +
+ 2a,, y como el punto (4, 5) esta en la recta, 5 = g, + 4a,: resolviendo esas dos ecuaciones
simultineamente, obtenemos a4, = 4 y ¢, = —11. Luego la ecuacion pedida es
Y= —11 + 4% 0 sea Y =4X — 11

134. Dar una interpretacion grafica de la parte (a) del Problema 13.3.

Solucién

La Figura 13.5 muestra la recta que pasa por los puntos Py 0, de coordenadas (X,, Y,) v (X5, Y,),
respectivamente. El punto R, con coordenadas (X, Y). representa cualquier otro punto sobre esa recta.

Y

____LL---_.JJL
]

X
Figura 13.5.
Por semejanza de los triangulos PRT v POS
RT 0S Hices s hefins 25
....... = et ; = 33
TR iRiegPos Sttt Gag: 52 . TRt (33)
Entonces, multiplicando ambos lados por X — X, )
Vo ki
oy e A e O
e i )

que es la ecuacion solicitada para la recta.
. Notese que cada uno de los cocientes en la ecuacion (33) es la pendiente m; eso puede escribirse
! Y — Y, = mX — X,).

13.5. Hallar (a) la pendiente, (b) la ecuacion, (¢) la Y-interseccion, y (d) la X-interseccion de la recta que pasa
AT por los puntes (1. 5) y (4, —1).
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Solucidn
(@) (X, =1,Y, =35 ylX, =47, = —1) Luego
¥5 = K -1 =35 —6
SRR ) = P s AR
m = pendiente X, — ¥, BT =

El signo negativo de la pendiente indica que cuando X crece, ¥ decrece, tal como se ve en la
Figura 13.6.
(6) La ecuacion de la recta es

¥ =Y =mX — X)) o sea Y —-5= -2 - 1)
Es decir, Y —5=-2X +2 0 sea Y -7 —-2X%
Esto puede obtenerse también por el segundo método del Problema 13.3(b).

(¢) La Y-interseccion, que es ¢l valor de ¥ cuando X = 0, viene dada por ¥ = 7 — 2(0) = 7. Eso
puede verse directamente en la Figura 13.6.

Figura 13.6.

{d) La X-interseccion es el valor de X cuando ¥ = 0. Sustituyendo ¥ = Oen la ecuacion ¥ = 7 —
—2X,0sea0 =7 — 2X.0sea 2X = 7y X = 3.5. Eso puede verse directamente en la Figura 13.6.

Hallar las ecuaciones de una recta que pase por el punto (4, 2) y sea paralela a la recta 2X + 3Y = 6,

Solucion A

Si dos rectas son paralelas, sus pendientes son iguales. De 2X + 3¥ = 6 tenemos 3¥ = 6 — 2X, 0
sea ¥ = 2 — %X, asi que la pendiente de la recta es m = —2%, Luego la ecuacion de la recta pedida es

Y — ¥, =mX - X;) osea ¥ — 2= —3X — 4
que también se puede escribir 2X + 3¥ = 14.

Orro método

Cualquier recta paralela a 2X + 3¥ = 6 tiene ecuacion 2X + 3Y = ¢ Para hallar ¢, hacemos
¥ =4eY = 2 Entonces 2(4) + 3(2) = ¢, 0o sea ¢ = 14, y la ecuacion buscada es 2X + 3Y = 14,
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13.7. Hallar la ecuacién de una recta cuya pendiente es —4 y cuya Y-interseccion es 16.

Solucion

En la ecuacion ¥ = a; + a, X, a; = 16 es la Y-interseccion y a; = —4 es la pendiente. Asi pues, la
ecuacion buscada es ¥ = 16 — 4X.

138. (a) Construir una recta que aproxime los datos de la Tabla 13.2.
(h) Hallar la ecuacion de esa recta.

Tabla 13.2

Solucién

| (@) Marcar los puntos (1, 1), (3, 2), (4, 4), (6, 4), (8, 5), (9, 7), (11, 8) y (14, 9) sobre un sistema de
l’ coordenadas rectangulares, como indica la Figura 13.7. En la figura se ha trazado una recta

aproximante a mano. Para ver un método que evita el juicio subjetivo, consultar el Problema
13.11, que usa ¢l método de minimos cuadrados.

IO—Y
o o
-
5 . -
f’
] i
6 -
-*
4 e
o
4 * L%
P
i ”
2 Lol
7
P|||||r|r|||||1X
2 4 & 8 10 12 14
Figura 13.7.

(b)) Para obtener una ecuacion de esa recta, escojamos dos puntos en ella, tales como P y @; las
coordenadas de P y O, segiin el grafico, son aproximadamente (0, 1) y (12, 7.5). La ecuacion de la
recta es ¥ = a, + a,X. Luego para que (0, 1) esté en ella, ha de ser 1 = a, + a,(0), y para que
esté el punto (12, 7.5), ha de ser 7.5 = a; + 12a,; como la primera de estas ecuaciones da ¢, = 1,
la segunda nos dice que a; = 6.5/12 = 0.542. Por tanto, la requerida ecuaciébn es ¥ = 1 +
+ 0.542X.

Otro método

Yo ¥ ="
~ el b
g g R SRR e

Sl e Sl e
= ek

(X — 0) = 0.542X

Asipues ¥ = 1 + 0.542X.
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139. (a) Comparar los valores de ¥ obtenidos de la recta aproximante con los de la Tabla 13.2.
() Estimar el valor de ¥ cuando X = 10.

Solucion

(@) ParaX =1 ¥ =1 + 0.542(1) = 1.542, 0 sea 1.5. Para ¥ = 3, Y =1+ 0.542(3) = 2.626, 0 2.6.
Los valores de Y correspondientes a otros valores de X se obtienen de la misma manera. Los
valores de Y estimados: por la ecuacion ¥ = 1 4+ 0.542X se denotan por Y., Estos valores
estimados, junto con los verdaderos datos de la Tabla 13.2, se tecogen en la Tabla 13.3.

(6) El valor estimado de ¥ cuando X = 10es ¥ = 1 + 0.542(10) = 6.42 o sea 6.4.

Tabla 13.3

Y. L3 267 32 43, S350 70 mE

13.10. La Tabla 13.4 da las alturas redondeadas en pulgadas (in) y los pesos en libras (Ib) de una muestra de
12 estudiantes varones tomada al azar entre los estudiantes de primer afio del State College.

(a) Obtener un diagrama de dispersion para esos datos.
(b) Aproximar los datos con una recta.

(c) Hallar su ecuacion.

(d) Estimar el peso de un estudiante que mide 63 in.
(e) Estimar la altura de un estudiante que pesa 168 Ib.

Tabla 134
Altura X (in) 70 63 72 60 66 70 74 65 62 67 65 68
Peso Y (Ib) I35 150 180 135 156 168 178 160 132 145 139 152

Solucién

(a) El diagrama de dispersion, véase Figura 13.8, s¢ obtiene marcando los puntos (70, 155), (63, 150),
(72, 180), ..., (68, 152).

(b) Una recta que aproxima a los datos se ve en trazos en la Figura 13.8. No es sino una de las
muchas posibles rectas que se podian haber construido.

(¢) Escoger un par de puntos arbitratios Py O de esa recta. Sus coordenadas seglin el grafico vienen
a ser (60, 130) y (72, 170). Por tanto

Y, - r . 170 — 130 10
— (X - X, — 230 = = - Tk 6 e R
—X,{'X ) 0 5~ o ( 0) = $%

Y=o
2



302

LA RECTA DE MINIMOS CUADRADOS

13.11.

ESTADISTICA
Y
190
L ] //
180
2
i
170
L ]
/// 2
— 160 — a
3 o/// ®
-;%; 150 — [ ] P
9 - L
£ 140 // ®
. /
~
130 - ° B
Z P
120

&M 62 64 66 [:}.] 70 72 14 i

Altura (pulgadas)
Figura 13.8.

(d) Si X = 63, entonces ¥ = 1%463) — 70 = 140 1b.
() Si Y = 168, entonces 168 = 2% — 70, 12% = 238 y X = 71.4, 0 sea 71 in.

Ajustar una recta de minimos cuadrados a los datos del Problema 13.8 usando (@) X como variable
independiente y (b) X como variable dependiente.

Solucion
{a) - La ecuacion de la rectaes ¥ = g, + «,X. Las ecuaciones normales son
e Y Fo=iN +a )X
' YAy Xed YAt

El trabajo exigido para calcular las sumas s¢ puede ordenar como en la Tabla 13.5. Si bien la
columna de la derecha no es necesaria para esta parte del problema, la usaremos en (b).

Tabla 13.5
X Y X XY Y
) 1 1 1 1
’3) 2 9 6 4
4 4 16 16 16
6 4 36 24 16
8 5 64 40 25
9 7 81 63 49
1 8 121 88 64
44/ 9 . 196 126 81
YX=5 | Y¥=40 | YXx2=524 | Y XY =364 | ¥ ¥’ =256
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Puesto que hay ocho pares de valores de X ¢ ¥, N = B8 y las ecuaciones normales se
convierten en

Saq + 56_&1 = 40
56a, + 524a, = 364

Resolviendo simultaneamente, a, = +, 0 sea 0.545; a; = 1%, 0 sea 0.636; y la recta de minimos
cuadrados pedidaes ¥ = & + {5 X, osea ¥ = 0.545 + 0.636X.

Otro método -

=

XY) 140)(524) — (56)(364) 6

_ e x) - @0

t NS ey o= 0
NI XY — (EXE V) (B)364) — (56)40) T
By =g SE_ (3 AP = @524 — 6o 11 O sea 0.636

Luego ¥ = ag + a;X, osea ¥ = 0.545 + 0.636X, como antes.
Si se considera X como variable dependiente e ¥ como independiente, la ecuacion de la recta de
minimos cuadrados es X' = b, + b, ¥ y las ecuaciones normales son

Y X =N 5 XY
YXY =k Y Y+ by Y

Por la Tabla 13.5 las ecuaciones normales s¢ convierten en

8y + 40h, = S6
40b, + 256H, = 364 .
de donde b, = —&, 0sea —0,50 y b, = 3, o sca 1.50, Estos valores pueden deducirse también de
s XXX ) - X N XY)  (56)(256) — (40)(364) 650
= 2 2 = Rt e
NP =019 (8)(256) — (40)

g N Y XY — (R 0)Q Y) _ (8)364) — (56)(40) _ £50
‘ NY Y2 - (3 Y) (8)(256) — (40)? '

Luego la ecuacion solicitada de la recta de minimos cuadradoses X = by + by Y. 0sea X = —
—-0.50 4+ 1.50 Y.

Nobtese que resolviendo esa ecuacion obtenemos ¥ = 4 + 3 X, osea ¥ = 0,333 + 0,667X, que
es distinta de la recta a la que llegamos en la parte {a).

13.12. Dibujar las dos rectas del Problema 13.11.

Solucion

Los graficos de las rectas ¥ = 0.545 + 0.636X y X = —0.500 + 1.50Y, se muestran en la Figu-

ra 13.9. Hagamos notar que en este caso son casi coincidentes, lo cual indica que los datos estan muy
bien descritos por una relacion lineal.

La recta de Ia parte (g) del Problema 13.11 se suele llamar la recta de regresién de Y sobre X, y se
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usa para estimar Y en valores dados de X. La recta de la parte () del Problema 13.11 se suele llamar la
vrecta de regresion de X sobre Y, y se usa para estimar X en valores dados de ¥

¥ X = —0500 + 0.50Y
0 sed
= Y = 0333 + 0667X A
10— 06561
3
8 05&‘3
6 = § #
4 (7, 5)
gl
T e D
o 2 3] 8 10 12 14 16

Figura 13.9.
13.13. (a) Probar que las rectas de minimos cuadrados obtenidas en el Problema 13.11 se cortan en el punto
X, ).
(b) Estimar el valor de ¥ cuando X = 12.
(c) Estimar el valor de X cuando ¥ = 3.

Solucion

s, X 56 5, ¥ 0
gasdili (56 0y p2t_0_.
N 8 N 8
Luego ¢l punto (X, ¥), lamado el centroide, es (7, 5).
() El punto (7,5) estd en la recta ¥ = 0,545 + 0,636X; 0, mas exactamente, ¥ = & + %X, pues

5=+ + (7). El punto (7, 5)estaenlarecta X = —3 + 3¥, yaque 7 = —1 + 3(5).
1

Otro método

Las ecuaciones de las dos rectas son ¥ = £ + 5X y X = —1 + 27, Resolviendo
simultineamente se encuentra X’ = 7 e ¥ = 5. Luego las rectas se cortan en el punto (7, 5).

(h) Haciendo X = 12 en la recta de regresion de Y(Problema 13.11), ¥ = 0.545 + 0636(12) = 8.2.
{¢) Haciendo ¥ = 3 en la recta de regresion de X(Problema 13.11), X = —0.50 + 1.50(3) = 4.0.

13.14. Probar que una recta de minimos cuadrados siempre pasa por el punto (X, ¥).

Solucién
Caso 1: (X es la variable independiente)

La ecuacion de la recta de minimos cuadrados es
Y = ay + a X (34)

Una ecuacion normal para la recta de minimos cuadrados es

Y Y=aN +a )X (35)
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Iados por N tenemos
e V=540, % (36)
y = F
Restando (36) de {Mllare(:ta de minimos cuadrados se puede expresar
¥ BiSoa(r —n (37)
que demuestra que la recta pasa por el punto (X, 7).
Caso 2: (X es la variable dependiente)

Procediendo como en el caso 1, pero intercambiando X ¢ ¥ ¥ sustituyendo las constantes dy ¥ a,
por by y by, respectivamente, vemos que la recta de minimos cuadrados se puede escribir

Y=F=b(¥ =9 (38)
lo cual indica que la recta pasa por el punto (X, ¥),

Nétese que las rectas (37) y (38) no son coincidentes; se cortan en (X, ¥).

13.15. (a) Considerando X como variable independiente, probar que la ecuacion de la recta de minimos
cuadrados se puede escribir como

-G e -G2)

dondex:)(—fdondey: Y - ¥
(b) SiX¥ =, demostrar que la recta de minimos cuadrados de la parte (a) s escribe

= XY
(¢) Escribir la ecuacién de la recta de minimos cuadrados correspondiente a la de la parte (a) si ¥ es
la variable independiente.
(d) Verificar que las rectas en las partes (a) y {c) no son necesariamente la misma,

Solucién

(a) La ecuacién (3?} se puede escribir Y =ax,donde x = ¥ — Yo p=¥=¥ Ademas, de la
solucion simultanea de las ecuaciones normales (18) tenemos

=NZXY-(Z-X){Z Y-): NYGx+X0+ 7 — [z{x+_,?)_][):’(_1.- + 7]
Ny ¥ _bap NY G+ X2 - [X (x+ D]

a

_NZ(xy+xﬁ37+fy+f?}—(E_x+N/?)(Zy_+£}"_)
= NZ(x2+Zx-‘X_’+P)~(Zx+NX’)2

NY xy + NYY x + Nf_Zy+N"I’?—-(Zx + NO)X » + NF)
NYX* + INXY x + N°%2 — (X x + NX)?
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Pero x = Y (X — =0yY y=) (¥ — ¥)=0; por tanto, lo anterior se reduce a

NY xy + N°XY — N*X7 Y xy
NY XX + N*¥2 — N2X* ~ ) &°

a4, =

Esto puede escribirse como

(b)

(¢)

(d)

s Y xy 1 Yy —Y) k. YxY - ¥y x = 2xY
T 3 Yot ¥ .x¢

Asi que la recta de minimos cuadrados es y = a,x; es decir,

- o ()

= X. Entonces de

-G
5L

Otro método

=

Si¥=0x=X%—

Las ecuaciones normales de la recta de minimos cuadrados ¥ = a, + a,X son

F¥=de ity LX 39 XY =g 0 X4y X

Si ¥ = ()} X)/N = 0, entonces Y X = 0y las ecuaciones normales pasan a ser
YF=al y YA =—a Y X

Y = XY
de donde dg = Z— =i Y iy = %?

N
Luego la ecuacion pedida de la recta de minimos cuadrados es
7 XY
Y=ua3 + a1 X o sea Y = X

X

Intercambiando X e Y, 0 sea x e y, podemos ver como en (a) que

Por la parte (g), la recta de minimos cuadrados es

s (%)r (39)

Por la parte (c), la recta de minimos cuadrados es
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0 sea
2
- 2 '
Como en general Z_\}z >
pIE ARSI

la recta de minimos cuadrados (39) y (40) son diferentes en general. Sin embargo, intersectan en
x=0ey =0 [osea en el punto (X, ¥)].

13.16. SiX' =X + Ae Y = Y + B, donde 4 y B son constantes, probar que

oL WD ey 0 W, MY XY~ F T V)
1 NY = A NY X2 = (XX

Solucidn
=X —F=Xtd) =X+ )=k =% ==
gl o= P =P =¥ & B (P 4B = Y= F=y
Entonces X _ &2—
BT

y el resultado se sigue del Problema 13.15. Un resultado similar se aplica a b,.
Este resultado es util porque nos capacita para simplificar calculos al obtener la recta de regresion
restando constantes adecuadas de las variables X ¢ ¥ (véase el segunde método del Problema 13.17).
Nota: El resultado no es valido si X' = ¢, X + 4e Y = ¢,Y + Ba menos quec; = ¢,

13.17. Ajustar una recta de minimos cuadrados a los datos del Problema 13.10 usando (a) X como variable
independiente y (b) X como variable dependiente.

Solucion

Primer método

(@) Del Problema 13.15(«) sabemos que la recta requerida es

.- (L2)

BN
donde x = X — Xey = Y — ¥ El trabajo de calcular las sumas se puede organizar como
sugiere la Tabla 13.6. De sus dos primeras columnas hallamos X = 802/12 =668 ¢ Y=

= 1850/12 = 154.2. La tltima columna se utilizara en la parte ().
La recta de minimos cuadrados pedida es

y = (Z ‘”'). 1832 L gy,

> <2) % T e

osea ¥ — 1542 = 322(X — 66.8), que se puede escribir ¥ = 3.22X — 60.9 Esta ecuacion se
llama la recta de regresién de Y sobre X, y se usa para estimar ¥ para valores dados de X,
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(h) Si X es la variable dependiente, la recta en cuestion es

Y. xy 616.32
xi= ety o 2 5937
¥ (Z 727 = 265968 ?
Tabla 13.6
Altura X | Peso ¥ |x=X—-X|y=Y-7F Xy o 7
70 155 32 0.8 2.56 10.24 0.64
63 150 —38 —42 15.96 14.44 17.64
72 180 52 25.8 134.16 27.04 665.64
60 135 —68 —192 130.56 46.24 368.64
66 156 —038 1.8 —144 0,64 3.24
70 168 3.2 138 44.16 10.24 190.44
74 178 7.2 238 171.36 51.84 566.44
65 160 43 5.8 —10.44 3.24 33.64
62 132 —48 972 106.52 23.04 492.84
67 145 0.2 =43 — 184 0.04 84.64
65 139 s ~15.2 27.36 3.24 231.04
68 152 12 L5 —2.64 1.44 4.84
Y X=802 [y Y=1850 Y xy=61632 | ¥ x2=191.68 | ¥ y?=2659.68
X=668 | ¥=1542

que se puede expresar como X — 66.8 = 0.232(Y — 154.2), osea X = 31.0 + 0.232 Y. Estaes la

recta de regresion de X sobre ¥, usada para estimar X para valores de ¥ dados.
Notese que el método del Problema 13.11 es también aplicable si se desea.

Segundo método

Usando el resultado del Problema 13.16, podemos sustraer constantes adecuadas de X ¢ Y.
Escogemos sustraer 65 de X'y 150 de Y. Con ello los resultados se muestran en la Tabla 13.7.

Tabla 13.7
X’ ¥ X2 X'y 32
5 5 25 25 25
-2 0 4 0 0
7 30 49 210 900
—5 —15 25 75 225
1 6 1 6 36
5 18 25 90 324
9 28 81 252 784
0 10 0 0 100
-3 —18 9 54 324
2 -5 4 —10 25
0 —11 0 0} 121
3 2 9 6 4
Yx=22|3Yy=50|3x?=232 | YXV—708 | ¥ Y2=2868
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EZ Xy — Y x)% Y’)_ _ (12)(708) — (22)(50)

CESS T Xy (e -
p= NLXY —Q Y)E X) _ (12(708) — (50 _ ..
$ NY Y2 (5 1) (12)(2868) — (50)> ~

Como X = 65 + 22/12 = 668 ¢ ¥ = 150 + 50/12 = 154.2, las ecuaciones de regresion son
Y — 1542 = 32X — 66.8) y X — 668 = 0232 (Y — 1542 estoes, ¥ = 3.22 X — 609 y
X = 0232 Y + 310, de acuerdo con el primer método.

13.18. (a) Dibujar, en un mismo par de ejes, los graficos de las dos rectas del Problema 13.17.
(b) Estimar el peso de un estudiante que mide 63 in.
(¢) Estimar la altura de un estudiante que pesa 168 1b.

Solucién

(@) Las dos rectas se muestran en la Figura 13.10, junto a los puntos dato originales. Obsérvese que
se cortan en (X, ¥), o sea (66.8, 154.2).

(b) Para estimar ¥ a partir de X usaremos la recta de regresion de ¥ sobre X, dada en el Problema
13.17 por ¥ = 322X — 60.9. Entonces, si X = 63, ¥ = 3.22(63) — 60.9 = 142 Ib.

(¢) Para estimar X a partir de ¥ usaremeos la recta de regresion de X sobre ¥, dada en el Problema
13.17 por X = 31.0 4 0.232Y. Entonces, si ¥ = 168, X = 31.0 + 0.232(168) = 700 in.

Los resultados de las partes (b) y (¢) deben compararse con los del Problema 13.10, partes (d) v (¢).

¥
190 X =310 + 02327

160 —
170 —

160 —

Peso (libras)

60 62 64 66 &8 70 72 T 76

Altura (pulgadas)
Figura 13.10.

APLICACIONES A SERIES EN EL TIEMPO

13.19. El indice de costes sanitarios en EE.UU. para los afios 1976-1984, tomando como 100 el del afio 1967
se da en la Tabla 13.8.

]

(@) Representar los datos graficamente.
(b) Hallar la ecuacion de una recta de minimos cuadrados que ajuste esos datos.
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(¢) Estimar el indice para el afio 1985 y comparar con €l valor real, 396.1.
(d) Estimar el indice para 1975 y comparar con el valor verdadero, 168.6.
Solucién

{a) Vease Figura 13.11.
(k) Primer metodo

Usar las ecuaciones y = (3 x)/y x*)x, donde x = X — X ey = ¥ — ¥. La Tabla 139
resume la tarea. La requerida ecuacidon es y = (1511.3/60)x, 0 sea y = 25.19x, que se puede

escribir
Y — 2745 = 2519(x — 4) 0 sea Y = 1737 + 25.19%
Tabla 13.8
Ao Indice de costes sanitarios
en EE. UU. (1967 = 100)

1976 184.7

1977 2024

1978 2194

1979 239.7

1980 2659

1981 294.5

1982 328.7

1983 357.3

1984 378.0

Fuente: U.S. Bureau of Labor Statistics.
Tabla 13.9
Afio X Y x=X-X|y=Y-¥F X% Xy
1976 (V] 184.7 —4 —89.8 16 359.2
1977 1 2024 -3 —-72.1 9 216.3
1978 2 2194 -2 —55.1 4 110.2
1979 3 239.7 -1 —34.8 1 348
1980 4 2659 0 —8.6 0 0.0
1981 5 284.5 1 200 1 20.0
1982 6 3287 2 542 4 108.4
1983 7 357.3 3 82.8 9 2484
1984 8 378.0 4 103.5 16 414.0
ZX=36 Z Y =24706 sz = 60 ny=1511.3
Y=14 Y = 2745

donde el origen X = 0 es el afio 1976 (se suele tomar la mitad del afio, el | de julio de 1976) y la
unidad de X es 1 ano. El grafico de esta recta, llamada a veces una recra de tendencia. se muestra
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400 —|

350 —

300 —f

250 =

(1967 = 100)

[ndice de costes sanitarios en EE. UU.

1 1 1 i 1 1 I 1

L9276 1977 1978 1979 1980 19481 1952 1983 todd
Afio
Figura 13.11.

en trazos en la Figura 13.11. La ecuacion se llama ecuacion de tendencia, y los valores de Y
calculados para diversos valores de X se laman valores de tendencia.

Segundo método

Si asignamos valores de X a los afios 1976-1984 de manera que ) X = 0. la ecuacion de la
recta de minimos cuadrados se puede poner como

=l LLE X
(5¥)

Como hay un niimero impar de afios en los datos, podemos asignar X = 0 al afio central,
1980; asignamos X = 1, 2. 3 y 4 a los afios sucesivos; y asignamos X = —1, —2, —3y —4 a los
afos que preceden a este afio central. El resultado se ve en la columna 2 de la Tabla 13.10 y es
equivalente a usar la columna 4 de la tabla para el primer método.

El afio central 1980 se llama el origen; supondremos ademas que los valores de Y se refieren al
1 de julio de cada afio. Asi pues, X = 0 corresponde al 1 de julio de 1980; ¥ = —1 al | de julio de
1979, ete. Los chlculos se resumen en la Tabla 13.10.
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Tabla 13.10
Ano X ¥ Xz XYy
1976 -4 184.7 16 —738.8
1977 -3 202.4 9 —607.2
1978 -2 2194 4 —438.8
1979 -1 239.7 1 —2397
1980 0 2659 0 0.0
1981 1 2945 1 294.5
1982 2 328.7 4 657.4
1983 3 357.3 9 1071.9
1984 4 378.0 16 15120
X=0 Y Y=24706 | ). X* =60 Y XY=15113
Y = 2745
Asi pues, la ecuacion pedida es
Y =2745 + (%)X 0 sea Y = 27435 + 25.19X

donde el origen X = 0 es el afio 1980 y la unidad de X es 1 afio. Para desplazar el origen a 1976,
afios antes, sustituimos X por X — 4, con lo que se llega a la ecuacion ¥ = 274.5 + 25.19(X —
oY = 173.7 4+ 25.19X, como en el primer método.

El segundo método es mejor que el primero porque reduce el trabajo de calculo. Sin embarge.
mientras el primer método es aplicable en todos los casos, el segundo exige modificaciones en &
caso de un niimero de afios par en los datos. Para tal modificacion, ver el segundo método del

~ Problema 13.20(h).
{c) Usar la ecuacién de tendencia ¥ = 173.7 + 25.19X, donde X = 0 corresponde al afio 1976,
Entonces el afio 1985 corresponde a X = 9, luego ¢l valor de Y para 1985 es ¥ = 173.7 +
+ 25.19(9) = 400.4.

El mismo resultado se puede obtener de la ecuacion de tendencia ¥ = 274.5 + 25.19X, donde
el origen X = 0 corresponde al afio 1980, haciendo X = 5.

(d) Usando la ecuacion de tendencia ¥ = 173.7 + 25.19X, con X = —1, encontramos ¢l valor
Y = 1737 + 25.19(—1) = 148.5.

La Tabla 13.11 indica el censo de trabajadores agricolas en EE. UU. los afios 1935, 1940, 1945, ..,
1980, en millones.

(@) Representar los datos graficamente.
(b) Hallar una ecuacion para la recta de minimos cuadrados que ajuste esos datos.
(¢) Predecir el censo de trabajadores agricolas en los afios 1990 y 2000, suponiendo que la tendencia

se mantenga.
Tabla 13.11

Afo 1935 1940 1945 1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980

Trabajadores agricolas

en EE. UU. (millones) 127 110 100 99 84 7.1 5.6 4.5 43 3.7

Fuente: U.S. Department of Agriculture.



AJUSTE DE CURVAS Y EL METODO DE MINIMOS CUADRADOS 313

Solucion
(@) Véase Figura 13.12.
(b)  Primer método
Véase la Tabla 13.12. La ecuacion requerida. y = (Y xi/Y x%)x, s¢ convierte en
¥ = (—84.80/82.5)x 0 sea v = —1,03x, que se puede reescribir
Y - 77 = —103{X — 4.5) 0 sea Y =123 — 103X

donde el origen X = O es el ano 1935 y la unidad de X es un lustro (5 afos). El grafico de csta
recta, llamada a veces recta de rendencia, aparece a trazos en la Figura 13.12.

Tabla 13.12

Afio X ¥ x=X—X¥ | r=¥V¥—F x Xy
1935 0 12.7 —4.5 5.0 20.25 —22.50
1940 | 11.0 —3.5 33 12.25 —11.55
1945 2 10.0 —25 2.3 6.25 —5.75
1950 3 9.9 —1.5 2.2 2.25 —3.30
1955 4 84 —0.5 0.7 0.25 —0.35
1960 5 7.1 0.5 —0.6 0.25 —0.30
1965 6 5.6 15 —2.1 2.25 —3.15
1970 7 4.5 2.5 —32 6.25 —8.00
1975 8 43 35 =34 1225 —11.90
1980 9 3.7 4.5 —4.0 20.25 —18.00
Yx=45 | Ty=172 T x? = 825 vy = —8480
X =45 Y¥=17
127

Trabajadores agricolas en EE.UU. (millones)

I 1 1 1 | 1 1 I 1
1935 1540 1945 1950 1955 1960 1963 1970 1875 1980

Ano

Figura 13.12.
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Segundo método

'

En este método queremos asignar valores de X a los afios de modo que Y X = 0. Como hay
un nimero par de afios, no hay afio central y no se puede usar ¢l segundo método del Problema
13.19(h). No obstante, podemos asociar los numeros —0.5 y 0.5 a los afios centrales, 1955 y 1960,
de manera que 1965, 1970, 1975 y 1980 estan representados por 1.5, 2.5, 3.5 y 4.5 y 1950, 1945,
1940 y 1935 lo estan por — 1.5, —2.5, —3.5 y —4.5. Esto viene a ser esencialmente la columna 4
de la Tabla 13.12.

Ademis, para evitar fracciones, doblamos esos valores, obteniendo la columna 2 de la Tabla
13.13. Notese que con estos valores de X el origen X = 0 esta a medio camino entre el 1 de julio
de 1955 y el 1 de julio de 1960, que es el 1 de enero de 1958 o el 31 de diciembre de 1957. La
unidad de X es medio lustro, o sea 2.5 afios. Como X = 0, la ecuacion pedida tiene la forma
V= ¥ + (3 XY/Y X)X, que da (véase Tabla 13.13)

—169.6 '
Y =177 = 3 Y = 7.7 — 0514x
+( 330 ) 0 sea 7.7 0.5

donde el origen X = 0 corresponde al 1 de enero de 1958. y X se mide en unidades de 2.5 afios.
Si queremos medir X en intervalos de 5 afios en vez de 2.5 afios, debemos reemplazar X por
2X. con lo que la ecuacion es

Y = 7.7 — 1.028% 0 sea = 7.7 — 1.03X

donde el origen es el 1 de encro de 1958, y X se mide en unidades de 5 afios.

Tabla 13.13

Afio X Y X2 XY
1935 -9 127 81 —114.3
1940 -7 11.0 49 —77.0
1945 -3 10.0 25 -50.0
1950 -3 99 9 —29.7
1955 -1 8.4 1 —84
1960 1 i | 7.1
1965 3 5.6 9 16.8
1970 5 4.5 25 22.5
1975 7 43 49 30.1
1980 9 3.7 81 333

ZX=O ZY=77,2 ZX2=330 ZX}’-———169,6

X=0 i)

Si ahora deseamos que ¢l origen esté en el 1 de julio de 1935, debemos sustituir X por X — 4.5
(porque hay 4.5 intervalos de 5 afos entre 1935 y 1958). El resultado es

Y =77 — 103X — 4.5 0 sea Y =123 — 103 X

Esto coincide con la ecuacion obtenida en el primer método.
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(¢) Usando el primer método en la parte (b), los afios 1990 y 2000 correspondena X = L1y X = 13,
respectivamente. Entonces

Y = 123 — 103X = 123 — 1.03(11) = 097 millones en 1990
Y = 123 — 1.03Y = 123 — 1.03(13) = —1.09 millones en 2000

Mientras el primer resultado de un millon de trabajadores agricolas en 1990 es posible,
especialmente a la vista de las nuevas tecnologias y de las importaciones agricolas, el segundo
resultado es claramente imposible. Hemos de concluir que la tendencia que muestra la Ta-
bla 13 13 no se mantendrd por mucho tiempo.

ECUACIONES NO LINEALES REDUCIBLES A FORMA LINEAL

13.21. La Tabla 13.14 presenta valores experimentales de la presion P de una masa dada de gas correspon-
diente a varios valores del volumen V.

Tabla 13.14
Volumen ¥ en pulgadas cibicas (in”) 543 618 724 887 1186 1940
Presion Pen libras por pulgada cuadrada (1b/in?) 612 495 376 284 192 101
De acuerdo con la Termodinamica, existe una relacion del tipo PV* = C entre las variables Py V.

donde y y C son constantes.

{¢) Hallar los valores de y y C.
(h) Escribir la ecuacion que relaciona Py V.
(¢) Estimar P cuando V¥ = 1000 in®.

Solucion
Como PV* = C, tenemos
log P + ylog V = log C o sea log P =1log C — ylog V
Llamando'log ¥ = X y log P = Y, la tltima ecuacion se escribe
Y=a, + a,X 41)
donde gy = log Cy ay = —3-
La Tabla 13.15da X = log Ve ¥ = log P, correspondientes a los valores de V' y P de la

Tabla 13.14, ¢ indica también los calculos implicados en el calculo de la recta de minimos
cuadrados (41). Las ecuaciones normales de esa recta de minimos cuadrados son

YY¥=aN+a Y ¥ v Y X¥=a,3X+4y X%
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Tabla 13.15
X =logV Y = log P x? XY
1.7348 1.7868 3.0095 3.0997
L7910 1.6946 3.2077 3.0350
1.8597 1.5752 3.4585 2.5294
1.9479 1.4533 3.7943 2.8309
2.0741 1.2833 43019 2.6617
22878 1.0043 5.2340 2.2976
Y X =11.6953 Z Y=8.7975 Y X% =23.0059 Y XY =16.8543

de donde

o QLN DL X)) oigagorivonen oo Wil XN (T ITH) | o, 8
o NZX;:, _[Z X)z ‘ 1 NZXz _(z X)z 3

Luego ¥ = 420 — 1.40 X.

(@ Comoa; =420 =logCya; = —140 = —3, C = 160 x 10*yy = 140.
(h) La ecuacion requerida en términos de P y ¥ puede escribirse PF14° = 16,000

(¢) Cuando V=100, X =log ¥V =2e ¥ =log P = 420 — 1.40(2) = 1.40. Entonces P = antilog
1.40 = 25.1 Ibfin%

13.22. Resolver el Problema 13.21 representando los datos en papel log-log.

Solucién

Obtenemos primero un punto para cada par de valores de la presién P y del volumen ¥ en la
Tabla 13.14, y marcamos esos puntos en papel log-log, como indica la Figura 13.13. Entonces
trazamos una recta que aproxime esos puntos (la recta de la figura esté trazada «a mano»). El grafico
resultante muestra que hay una relacion lineal entre log P y log V representable por la ecuacion

log P = ay + a,logV  osea Y = a5 + a1 X

La pendiente a,, que es negativa en este caso, viene dada numéricamente por el cociente
de longitudes de 4B y AC (usando una unidad de longitud apropiada). La medida en este caso da
ay = — Lk .

Para hallar a,, s¢ necesita un punto sobre la recta. Por ejemplo, cuando ¥ = 100, P = 25 en el
grafico; por tanto, @, = log P — a; log ¥ = log 25 + 14 log 100 = 14 + (1.4)(2) = 42, y en
consecuencia tenemos log P + L4 log ¥V = 42 log PV!* = 42 y PV'* — 16,000,

LA PARABOLA DE MINIMOS CUADRADOS
13.23. La Tabla 13.16 da la poblacion de EE. UU. en los afios 1880-1980 en intervalos de 10 afios.

(@) Hallar la ecuacién de una parabola de minimos cuadrados que ajuste los datos.

(h) Calcular los valores de tendencia para los afios dados en la Tabla 13.16, y compararlos con los
verdaderos.

() Estimar la poblacion en 1990 y 2000.

(d) Estimar la poblacién en 1870 y 1860, y comparar con los valores reales (véase pagina 18).
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Tabla 13.16

Afio 1880 1890 1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980

Poblaciénde EE. UU. (millones) | 502 629 760 920 1057 1228 131.7 151.1 1793 2033 226.5

Fuente: U.3. Bureau of the Census.

Solucién

(a) Sean X, Y, respectivamente, el afio y la poblacion en ese afio. La ecuacion de una parabola de
minimos cuadrados que ajuste los datos es

Y =ay + a;X + a,X? (42)
donde a,, @, ¥ a, se deducen de las ecuaciones normales

Y Y =aN +a Y X +a,) X
XY — g,V X +a, Y X +a, ) X (43)
Y XY =a,) X’ +a, ) X* +a,) X*




318 ESTADISTICA

Conviene elegir X de modo que el afio central, 1930, corresponda a X = 0; asi los afios 1940,
1950, 1960, 1970 y 1980 corresponden a X = 1, 2, 3,4 y 5; y los afios 1880, 1890, 1900, 1910 y
1920 corresponden a X = — 1, —2, —3. —4 y —5. Con tal eleccion, ). X y 3 X* son cero y las
ecuaciones (43) se simplifican.

El trabajo de calculo lo resume la Tabla 13.17, segin la cual las ecuaciones normales se
convierten en

lla, + 110a, = 14015
110a, = 1897.2 (44)
110, + 1958a, = 14,684.2

Tabla 13.17
Afnio X Y XZ X3 At XYy > d
1880 -5 50.2 25 —125 625 —251.0 1255.0
1890 -4 62.9 16 —64 256 —-251.6 1006.6
1900 —3 76.0 9 27 81 —2280 684.0
1910 —2 52.0 4 —8 16 —184.0 368.0
1920 —1 105.7 1 -1 1 —105.7 105.7
1930 0 122.8 0 0 0 0.0 0.0
1940 1 131.7 1 1 1 131.7 131.7
1950 2 151.1 4 8 16 302.2 604.4
1960 3 179.3 9 27 81 5379 1613.7
1970 4 203.3 16 64 256 813.2 3252.8
1980 5 226.5 25 125 625 1132.5 5662.5
yE [YE ¥ 1o gt X ¥ X ¥ o Y XF
=0 = 1401.5 =110 =0 = 1958 = 18972 | = 14.684.2
De la segunda ecuacion en (44), ¢; = 17.25; de la primera, g, = 119.61; y de la tercera.
a, = 0.7800. Luego la ecuacion buscada es
Y = 119.61 + 17.25% + 0.7800X? {45)

donde el origen X = 0O es el 1 de julio de 1930 y la unidad de X son 10 afios.

{h) Los valores de tendencia se obtienen haciendo X = —5, —4, —3, -2, — 1,~0, 1,2,3,4y5enla
ecuacion (45). Estos valores de tendencia, junto con los valores reales, se recogen en la Tabla
13.18. Vemos que el acuerdo es bueno.

Tabla 13.18

X=-5(X=—4|X=-3|X==-2{X=—1|X=0|X=1|X=2|X=3[X=4|X=5

Ao 1880 | 1890 | 1900 | 1910 | 1920 | 1930 | 1940 | 1950 | 1960 | 1970 | 1980

Valor de tendencia 52.9 63.1 749 .| 8B.2 103.1 [119.6|137.6|157.2 1784 |201.1 | 2254

Valor real 50.2 62.9 76.0 92.0 105.7 |122.8 | 131.7 | 151.1 [ 179.3 [ 203.3 | 226.5
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{c) Elafo 1990 corresponde a X = 6, parael que ¥ = 119,61 + 17.25(6) + 0.7800(6)* = 251.2. y el
afio 2000 corresponde a X = 7, para el que ¥ = 119.61 + 17.25(7) + 0.7800(7)> = 278.6. Luego.
si contintia la tendencia actual, podemos esperar que la poblacion de EE. UU. en 1990 y 2000 sea

de 251.2 y 278.6 millones, respectivamente.

(d) El afio 1870 corresponde a X = —6, para el cual ¥ = 119.61 + 17.25(—6) + 0.7800(—6)* =
44.2. Como el verdadero valor es 39.8, el error es aproximadamente del 10 por 100 e indica el

riesgo de las extrapolaciones.

Si3X + 2Y = 18, hallar (@) X cuando ¥ =
= 3,(b) Ycuando X = 2, (¢) X cuando Y =
= —5,(d) Yceando X = —1, (¢) la X-inter-
seccion y (/) la Y-interseccion.

‘Construir un grafico de las ecuaciones (a) ¥

=3X —5y(h) X 4+ 2Y = 4 en un mismo
conjunto de ejes. (En qué punto se cortan
los graficos?

{a) Hallar una ecuacion para la recta que
pasa por los puntos (3, —2) y (—1L. 6).
() Determinar sus intersecciones con los

ejes.
{c) Hallar el valor de Y correspondiente a
X=3yX =5

(d) Verificar directamente sobre el grafico
las respuestas de (a), (b) y (¢).

Hallar una ecuacion para la recta de pen-
diente 2/3 y cuya Y-interseccion es —3.

{a¢) Hallar la pendiente y la Y-interseccion
de la recta 3X — 5Y = 20.

(h) ;Cual es la ecuacion de una recta para-
lela a la de la parte (@) y que pasa por
el punto (2, —1)?

Hallar (@) la pendiente, (b) la Y-interseccion
¥ () la ecuacion de la recta que pasa por los
puntos (5, 4) y {2, 8).

Hallar la ecuacion de una recta cuyas inter-
secciones X e ¥ son 3 y —5, respectiva-
mente.

13.31.

Una temperatura de 100 grados Celsius
(*C) corresponden a 212 grados Fahrenheit
(°F), y 0 “C corresponden a 32 °F. Supuesta
una relacion lineal entre las temperaturas
Celsius y Fahrenheit que corresponde a 80
C, y (¢) la temperatura Celsius que corres-
ponde a 68 °F.

LA RECTA DE MINIMOS CUADRADOS

13.32.

Ajustar una recta de minimos cuadrados a
los datos de la Tabla 13.19 usando X como
variable (@) independiente, (£) dependiente.
Representar los datos y la recta de minimos
cuadrados sobre unos mismos ejes de coor-
denadas.

Tabla 13.19

13.33.

13.35.

Para los datos del Problema 13.32, hallar
(@) los valores de Y cuando X = 5y X =
= 12 y () el valor de X cuando ¥ = 7.

() Obtener una ecuacion, por ¢l método
«a mano», para una recta que ajuste
los datos del Problema 13.32,

{h) Usando el resultado de (4), resolver el
Problema 13.33.

La Tabla 13.20. presenta las notas en Alge-
bra y Fisica de 10 estudiantes elegidos al
azar entre un grupo muy numeroso.
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Tabla 13.20
Algebra (X)| Fisica (¥)
75 82
80 78
93 86
65 72
87 91
71 80
98 95
68 72
84 89
77 74
*
\\3
(@) Representar los datos.

(b) Hallar una recta de minimos cuadra-
dos que ajuste los datos, usando X co-
mo variable independiente.

Hallar una recta de minimos cuadra-
dos que ajuste los datos, usando ¥ co-
mo variable independiente.

Si un estudiante tiene 75 en Algebra,
(cudl es su nota esperada en Fisica?
Si un estudiante tiene 95 en Fisica,
écudl es su nota esperada en Algebra?

(c)

(e)

La Tabla 13.21 muestra la tasa de natalidad
en EE. UU. durante 1920-1980, en inter-
valos de 10 afios.

(«) Representar los datos.

(b) Hallar una recta de minimos cuadra-
dos que ajuste esos datos.

Calcular los valores de tendencia y
compararlos con los verdaderos.

(c)

Tabla 13.21
Tasa de
Ao natalidad
por cada 1000

habitantes
1920 27.9
1930 21.3
1940 19.4
1950 24.1
1960 237
1970 184
1980 159

Fuente: National Center for
Health Statistics.

e

13.37.

(d) Predecir la tasa de natalidad en los
afios 1990 y 2000, y discutir las posi-
bles causas de error en tal prediccion.

La Tabla 13.22 recoge los porcentajes de la
poblacion de EE. UU. de 65 afios o mas,
para los afios 1890-1980.

(¢) Representar los datos.

(b) Ajustar los datos con una recta de mi-
nimos cuadrados.

Calcular los valores de tendencia y
compararlos con los verdaderos.
Predecir el porcentaje de esas edades
para los afios 1990 y 2000, y discutir
las posibles causas de error en esa pre-
diccion.

(Cuando se esperaria que el porcentaje
alcance 25, 35 y 50 % y qué hipotesis
hay que hacer para responder?

(c)

(d)

(e)

Tabla 13.22
Afo Porcentaje
1850 384
1900 4.05
1910 4.29
1920 4.67
1930 540
1940 6.85
1950 8.12
1960 9.30
1970 9.89

1980 11.35
Fuente: U.S. Bureau of the

Census.

CURVAS DE MINIMOS CUADRADOS
13.38.

Ajustar una pariabola de minimos cuadra-
dos, ¥ = a5 + @, X + a,X?, a los datos de
la Tabla 13.23.

Tabla 13.23

X Y
0 2.4
1 2.1
2 32
3 5.6
4 9.3
5 14.6
6 21.9
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13.40.
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El tiempo necesario para detener un coche
tras percibir un peligro es el tiempo de reac-
cion (el tiempo entre la percepcion del peli-
gro y la aplicacion de los frenos) mas el
tiempo de frenada (lo que tarda en detener-
se bajo la accion de los frenos). La Tabla
13.24. da la distancia D (en pies) que recorre
antes de pararse un coche que circula a V'
millas por hora, a partir del instante en que
se ha percibido el peligro.

(@) Representar los datos.

(h) Ajustar una parabola de minimos cua-
drados de la forma D = a, + ¢,V +
a;V? a los datos.

(¢) Estimar D cuando F = 45 mi/h y 80
mi/h.

Tabla 13.24

Velocidad Distaticie
V (mi/h) de frcr_lado
D (pies)

20 54

30 90

40 138

50 206

60 292

70 396

La Tabla 13.25 presenta las poblaciones
masculina y femenina de EE. UU. durante
1920-1980.

(¢) Representar las diferencias entre esas
dos poblaciones.

Tabla 13.25

Ano Poblacion | Poblacion
masculina | femenina
1920 53.90 51.81
1930 62.14 60.64
1940 66.06 65.61
1950 75.19 76.14
1960 #8.33 90.99
1970 98.93 104.31
1980 110.05 116.49

Fuente: U.S. Bureau of the Census.

13.41.

13.42.

13.43.

13.44.

(h) Usando una ecuacion apropiada, ha-
llar una curva de minimos cuadrados
que ajuste esos datos.

{¢) Estimar la difcrencia para los afios
1990 y 2000.

(d) Determinar en gqué ano habra una
proporcidn 2:1 de mujeres a hombres.
Al determinar esto, jqueé hipotesis hay
que hacer?

Resolver el Problema 13.40 usando el co-
cientc cn vez de la diferencia entre pobla-
ClOones.

Resolver el Problema 13.37 con una para-
bola de minimos cuadrados y comparar los
resultados.

El nimero de bacterias por unidad de volu-
men en un cultivo tras X horas viene dado
en la Tabla 13.26.

(a) Representar los datos en papel semi-
log, usando escala logaritmica para ¥
y escala aritmética para X.

(h) Ajustar una curva de minimos cuadra-
dos de la forma ¥ = ab” a los datos y
explicar por qué esa ecuacion particu-
lar debe dar buenos resultados.

(¢) Comparar los valores de ¥ obtenidos
de esa ecuacion con los valores reales.

(d) Estimar el valor de Y cuando X = 7.

Tabla 13.26

Numero de
Numero bacterias
de horas | por unidad
{(X) de velumen
(¥)
0 32
1 47
2 65
3 92
4 132
5 190
6 275

En el Problema 13.43, mostrar como un
grafico en papel semilog puede ser utilizado
para la obtencién de la ecuacion requerida
sin recurrir al método de minimos cua-
drados.



CAPITULO 1 4

Teoria de la correlacidon

CORRELACION Y REGRESION

En el Gltimo capitulo hemos considerado el problema de la regresion o estimacion de una variable
(1a variable dependiente) de una o mas variables relacionadas (las variables independientes). En este
capitulo tratamos el problema cercano de la correlacion, o grado de interconexion entre variables,
que intenta determinar con qué precision describe o explica la relacion entre variables una ecuacion
lineal o de cualquier otro tipo.

Si todos los valores de las variables satisfacen una ecuacion exactamente, decimos que las
variables estan perfectamente correlacionadas o que hay correlacién perfecta entre ellas. Asi, las
circunferencias C y los radios r de todos los circulos estan perfectamente correlacionados porque
C = 2mr. Si se lanzan dos dados 100 veces, no hay relacion entre las puntuaciones de ambos dados
(a menos que estén trucados) es decir, no estan en correlacion. Variables tales como el peso y la
altura de las personas tienen una cierta correlacion.

Cuando sélo estan en juego dos variables, hablamos de correlacion simple y regresién simple. En
otro caso, se habla de correlacion multiple y regresion multiple. Este capitulo considera solo
correlacion simple. La correlacion y regresion multiples se analizaran en el Capitulo 15.

CORRELACION LINEAL

Si X e Y son las dos variables en cuestion, un diagrama de dispersion muestra la localizacion de los
puntos (X, ¥) sobre un sistema rectangular de coordenadas. Si todos los puntos del diagrama de
dispersion parecen estar en una recta, como en las Figuras 14.1(a) y 14.1(), la correlacién se llama
lineal. En tales casos, como ya hemos visto en el Capitulo 13, una ecuacion lineal es adecuada a
efectos de regresion (o estimacion),

¥ ¥

- i Sy
(b) Correlacion lineal negativa (e} Sin correlacion

Figura 14.1.

{g) Correlacion Ii;;eal positiva

322




TEQRIA DE LA CORRELACION 323

Si Y tiende a crecer cuando X crece, como en la Figura 14.1(a), la correlacion se dice pesitiva. o
directa. Si Y tiende a decrecer cuando X crece, como en la Figura 14.1(h), la correlacion se dice
Hegdliva, o inversa.

Si todos los puntos parecen estar sobre una cierta curva, la correlacion se llama ro lineal, y una
ecuacion no lineal sera apropiada para la regresion, como hemos visto en el Capitulo 13. Es claro
que la correlacion no lineal puede ser positiva o negativa.

Si no hay relacion entre las variables, como en la Figura 14.1(c), decimos que no hay correlacion
entre ellas.

*

MEDIDAS DE CORRELACION

Podemos determinar de forma cualitativa con qué precision describe una curva dada la relacion
entre variables por observacion directa del propio diagrama de dispersién. Por ejemplo, se ve que
una recta es mucho mas conveniente para describir la relacion entre X ¢ Y para los datos de la
Figura 14.1(¢) que para los de la Figura 14.1(), porque hay menos dispersion relativa a la recta en
la Figura 14.1(a).

Si hemos de enfrentarnos al problema de la dispersion de datos muestrales respecto de rectas o
curvas de modo cuantitativo, sera necesario definir medidas de correlacion.

LA RECTA DE REGRESION DE MINIMOS CUADRADOS

Consideremos primero ¢l problema de ver con qué calidad explica una recta la relacion entre dos
variables. Para ello, necesitaremos las ecuaciones de la recta de regresion de minimos cuadrados
obtenidas en el Capitulo 13. Tal como vimos, la recta de regresion de minimos cuadrados de Y
sobre X es '

Y = ao A a]X II]
donde a, y a, se obtienen de las ecuaciones normales

¥

aN +a, )X

(2)

Y XY =ayy X +a ) X°
de las que se deduce
e ENE X - X XY)
st FLAT = QLX) (3)
a NYxYy - I Y)
: NY X* — 3 Xx)°

Analogamente, la recta de regresion de X sobre Y es
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donde b, y b, se obtienen de las ecuaciones normales

YX =hoN + b)Y

VXY <Y X b)Y ©)

obteniéndose

o EW0 Ty 10T
5 NY Y2 - (YY)
o NEAT - G OUT)
1 NZ Yz =1 (Z Y‘}z "

(6)

Las ecuaciones (1) y (4) se pueden escribir, respectivamente, Como

dindes =X — X ep=¥i—il
Las ecuaciones de regresion son idénticas si y solo si todos los puntos del diagrama de
dispersion estan en una recta. En tal caso hay una correlacién lineal perfecta entre X € Y.

s

! ERROR TIPICO DE ESTIMACION

Si denotamos por Y. el valor de Y para valores dados de X, tal como se estima a partir de la
gcuacion (1), una medida de la dispersion respecto de la recta de regresion de Y sobre X viene
proporcionada por la cantidad

{Y = cht.)z

Ay = N (8)

que se llama el error tipico de estimacion de Y sobre X.
Si se usa la recta de regresion (4), un error tipico de estimacion analogo de la estimacion de X
sobre Y se define como

X = 2
= L= Xe) ©)

En general, sy x # Sx.y-
La ecuacion (8) se puede formular

¥ — a Y — gy XY
Sg_xzz____‘?%___i-—- (10)
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que puede ser mas conveniente para el calculo (véase Prob. 14.3). Existe una expresion similar
para (9).

El error tipico de estimacion tiene propiedades analogas a las de la desviacién tipica. Por
ejemplo, si construimos rectas paralelas a la de regresion de Y sobre X a distancias verticales
respectivas sy y, 25y.x, ¥ 3syx de ella, encontraremos, si N es lo bastante grande, que estarian
incluidos entre esas rectas aproximadamente el 68%, 95% y 99.7% de los puntos muestrales.

Igual que la desviacion tipica modificada

A N
e &
: N—1

era util para pequefias muestras, sera Otil un error tipico de estimacion modificado dado por

Por esta razon, algunos estadisticos prefieren definir (8) 6 (9) con ¥ — 2 en lugar de N en el
denominador.

VARIACION EXPLICADA Y VARIACION INEXPLICADA

La variacion total de Y se define como ) (¥ — Y)% esto es, la suma de los cuadrados de las
desviaciones de los valores de Y respecto de la media Y. Como se ve en el Problema 14.7, eso se
puede escribir

Z(Y i }7}2 = Z(Y 5 Yesl}2 i Z(stt 5 ?}2 [11)

El primer término de la derecha en la ecuacién (11) se llama la variacién explicada, mientras que
el segundo se llama la variacién inexplicada (porque las desviaciones Y,,, — ¥ tienen un esquema
definido mientras las desviaciones ¥ — Y, se comportan de modo caotico, impredictible). Resulta-
dos similares son validos para la variable X.

COEFICIENTE DE CORRELACION

El coeficiente entre la variacion explicada y la variacion total se llama coeficiente de determinacion. Si
la variacion explicada es cero (o sea, toda la variacion es variacion inexplicada), ese cociente es 0. Si
la variacion inexplicada es cero (o sea, toda la variacion es explicada), el cociente es 1. En los demas
casos, estd entre 0 y 1. Como nunca es negativo, denotaremos ese cociente por r. La cantidad r,
llamada coeficiente de correlacion, viene dada por

e ; - —
sl Vd]{'l&C'JOIII'EXleCEda - oy, (Yoot —Y-j (12)
variacion total Y(Y — 7)
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y varia entre —1 y + 1. Se usan los signos + y — para las correlaciones positivas y nega
respectivamente. Notese que r es una cantidad adimensional, es decir, no depende de las
empleadas.

Usando las ecuaciones (8) y (11) y el hecho de que la desviacion tipica de Y es

ST S
Sy = —T

encontramos que la ecuacion (12) se puede escribir, independientemente del signo, como

z
Sy.x S

b meaideise = o sea Syx = Sypa/l — 12
Sy

Ecuaciones similares existen cuando se intercambian X e Y.
Para ¢l caso de correlacion lineal, la cantidad r es la misma tanto si es X como Y la va
independiente. Asi pues, r es una buena medida de la correlacion lineal entre dos variables.

OBSERVACIONES SOBRE EL COEFICIENTE DE CORRELACION

Las definiciones del coeficiente de correlacion en (12) y (14) son completamente generales y s
pueden usar tanto para relaciones lineales como no lineales, con la Gnica diferencia de que ¥ s
calcula de una ecuacion de regresion no lineal en lugar de una lineal, y que se omiten los signos +
—. En tal caso, la ecuacion (8), que define el error tipico de estimacion, es perfectamente general. La’
(10), sin embargo, que solo se aplica a regresion lineal, debe ser modificada. Si, por ejemplo, la
ecuacion de estimacion es

Y =0+ a X +aX* + - + a,_; X! (15)

n—1

la ecuacion (10) queda sustituida por

- YY2 —agY Y —a Y XY — =g Y XMTLY
Sy = ° N

(16)

En tal caso el error tipico de estimacion modificado (discutido previamente en este capitulo) es

donde la cantidad N — # se llama el nimero de grados de libertad.

Hay que insistir en que en todo caso el valor calculado de r mide ¢l grado de relacion con
referencia al tipo de ecuacion que se adopta. Asi pues, si se supone una ecuacion lineal y (12) o (14)
dan un valor de r proximo a cero, eso significa que no hay apenas correlacion lineal entre las
variables. No obstante, no quiere decir que no haya correlacion en absoluto, pues puede haber una
fuerte correlacion no lineal entre ellas. En otras palabras, el coeficiente de correlacion mide la
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bondad del ajuste entre: (1) la ecuacién adoptada y (2) los datos. A menos que se especifique lo
contrario, el término coeficiente de correlacion se usara para el coeficiente de correlacion lineal.

Hemos de hacer constar que un coeficiente de correlacion alto (o sea, cercano a [ 6 — 1) no
indica necesariamente una dependencia directa de las variables. Puede haber una alta correlacion
entre el namero de libros publicados cada afio y el nimero de tormentas cada afio, Tales ejemplos
constituyen lo que se llama correlaciones sin sentido, o espuréas.

FORMULAS MOMENTO-PRODUCTO PARA EL COEFICIENTE
DE CORRELACION LINEAL

Si se supone una relacion lineal entre dos variables, la ecuacién (12) se convierte en

TRV DT (17)
NORS R

‘donde x=X — X e y=Y— ¥ (véase Prob. 14.10). Esta formula, que da automiticamente el
signo apropiado de r, s¢ llama la férmula momento-producto y muestra claramente la simetria entre

Xel.
5
By Z- /S (=P y (18)

Si escribimos
entonces sy y sy se reconocen como la desviacion tipica de las variables X e Y, mientras que s3 y s7
son sus varianzas. La nueva cantidad s se llama la covarianza de X ¢ Y. En términos de simbolos de
(18), la formula (17) se: reescribe

prom A (19)
sty

Notese que r no es solo independiente de la eleccion de umdddes de X e Y, sino también de la
eleccion del origen,

FORMULAS CORTAS DE CALCULO

La formula (17) se puede escribir en la forma equivalente

ok AR 0Ty e 0L (20)

\/[NZXz = {Z)(] ILNY Y2 — (Z Y

que se usa con frecuencia al calcular r (véanse Probs. 14.15 y 14.16).

Para datos agrupados como en una tabla de frecuencias de dos variables, o en una distribucion de
frecuencias de dos variables (véase Prob. 14.17), conviene usar un método de compilacion como en los
capitulos previos. En tal caso, la formula (20) se escribe
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s NEﬁ‘X“Y == (fo“x][Zf}fy)
\/[Nfo“i =F (E_foX}ZJ[NnyN§ = (Z.fr”r}zj

(véase Prob. 14.18). Por conveniencia en los calculos cuando se recurre a esa formula, se usa m
tabla de correlacion (véase Prob. 14.19).
Para datos agrupados, las (18) s¢ expresan

CX(.Y[Zf;qu = (g );:;ux) (Z_)}';};ur)]

fxui o fo“x :
“JTN N

o JZf (Y f Y
L Y N N

donde ¢y y ¢y son las anchuras de intervalos de clase (supuestas constantes) de las variables X e Y.
Notese que (23) y (24) son equivalentes a la formula (11) del Capitulo 4.
La férmula (19) es equivalente a (21), como se ve sin mas que usar (22) a (24).

Il

Sxy

Sy

(24)

RECTAS DE REGRESION Y EL COEFICIENTE
DE CORRELACION LINEAL

La ecuacion de la recta de minimos cuadrados ¥ = ¢, + X, la recta de regresion de Y sobre X,
se puede escribir

Y—Y:E[X—)?) 0 sea _v=ﬁx (25)

SX 'S‘X
Analogamente, la recta de regresion de X sobre ¥, X = by + b, Y, puede expresarse como

X_f:ﬂ(}/—}_’) o sea x=m—xy - (26)

Sy Sy

Las pendientes de las rectas en las ecuaciones (25) y (26) son iguales si y s6lo si r = +1. En tal
caso las dos rectas son idénticas y hay correlacion lineal perfecta entre X e Y. Si r = 0, las rectas
son perpendiculares y no hay correlacion lineal entre X e Y. Asi pues, el coeficiente de correlacion
lineal mide la separacion de ambas rectas de regresion.

Obsérvese que si (25) v (26) se escriben como ¥ = a4 + a Xy X = b, + b, ¥, respectivamente,
entonces a,b, = r* (véase Prob. 14.22).

CORRELACION DE SERIES EN EL TIEMPO

Si las variables X ¢ Y dependen del tiempo, es posible que pueda existir una relacion entre X e ¥
aun cuando no sea una dependencia directa y pueda producir «correlacion espurean. El coeficiente
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de correlacion se obtiene simplemente considerando los pares de valores (X, Y) correspondicntes a
varios tiempos y procediendo como de costumbre, haciendo uso de las [6rmulas anteriores (véase
Problema 14.28).

Es posible intentar correlacionar valores de una variable X en ciertos tiempos con valores
correspondientes de X en tiempos anteriores. Tales correlaciones se llaman autocorrelaciones.

CORRELACION DE ATRIBUTOS

Los métodos descritos en este capitulo no nos capacitan para considerar la correlacion de variables
que sean de naturaleza no numérica, tales como los atributos de individuos (color del pelo, de los
ojos, etc.). Para una discusion de la correlacion de atributos, véase el Capitulo 12

TEORIA MUESTRAL DE LA CORRELACION

Los N pares de valores (X, Y) de dos variables pueden verse como muestras de una poblacion de
todos los pares posibles. Como estan ¢n juego dos variables, se llama una poblacion de dos variables,
que supondremos tiene una distribucion normal de dos variables.

Podemos pensar en un coeficiente de correlacion de poblacion tedrico, denotado por p, que se
estima por el coeficiente de correlacion r de la muestra. Contrastes de hipotesis o significacion
relativos a varios valores de p exigen conocer la distribucién muestral de r. Para p = 0 esta
distribucion es simétrica, y se puede usar un estadistico con distribucién de Student. Para p # 0, la
distribucion es sesgada y en tal caso una transformacion debida a Fisher produce un estadistico que
es aproximadamente normal. Los siguientes contrastes resumen los procedimientos implicados:

1. Contraste de hipétesis p = 0. Aqui usamos cl hecho de que el estadistico

r/ =g

s e bx)
V1 =7
tiene una distribucion de Student con v = N — 2 grados de libertad (véanse Probs. 14.31 y 14.32).
2. Contraste de hipétesis p = p, # 0. Aqui usamos ¢l hecho de que el estadistico
| l
Z = Llog, (]:) — 11513 mgm(l T ”) (28)
—r —
donde ¢ = 2.71828.., estd casi normalmente distribuido con media y desviacion tipica dadas por
1 1 1

yz =1 log, (— -—i_——-&) = 1.1513 log;q (ﬂq) G, = —— (29)

L — po L — po N

Las ecuaciones (28) y (29) se pueden utilizar también para hallar limites de confianza para el
coeficiente de correlacion (véanse Probs. 14.33 y 14.34). La ecuacion (28) se llama transformacion Z
de Fisher. :

3. Significacion de una diferencia entre coeficiente de correlacion. Para determinar si dos
coeficientes de correlacion, r; y r;, sacados de muestras de tamafos N, y N,, respectivamente,
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difieren significativamente uno de otro, calculamos Z, y Z, correspondientes a r, y r, usando (28).
Y utilizamos entonces el hecho de que el estadistico 'de contraste

ik Ly — Zy — Uz 3 (30)

|
|
|
Tz1-z2

donde Hzi-z2 = Hyz — Hzo

‘ 5 o 1 1

y Oz1-22 = \/321 + Oz = N 3 + N 3

R T B T

|
|
1
|

estd normalmente distribuido (véase Prob. 14.35).

TEORIA MUESTRAL DE LA REGRESION

La ecuacion de regresion ¥ = a, + a,X se obtiene a partir de los datos de la muestra. A menudo
estamos interesados en la correspondiente ecuacion de regresion para la poblacion de la que
procede el muestreo. He aqui tres contrastes relativos a dicha poblacion:

L. Contraste de hipotesis a; = A,. Para contrastar la hipotesis de que el coeficiente de
regresion «a; es igual a cierto valor 4, especificado, usamos el hecho de que ¢l estadistico.

S
e kil i R (31)

Ny x/ %y

tiene distribucion de Student con N — 2 grados de libertad. Esto se puede también utilizar para
hallar intervalos de confianza para los coeficientes de regresion de la poblacion a partir de los
valores de la muestra (véanse Probs. 14.36 y 14.37).

2. Contraste de hipéotesis para valores de prediccion. Sea Y, la prediccion para el valor de Y
correspondiente a X = X, tal como se estima a partir de la ecuacion de regresion muestral (o sea
Yy = ag + a, Xy)- Sea Y, la prediccion del valor de Y correspondiente a X — X, para la poblacién.
Entonces el estadistico

Sy N g (X — X2

=2 = Yo - 1 (32)

b= _ ;
Syx/1 + /N + (X, — X)?/(Ns2)

tiene distribucion de Student con N — 2 grados de libertad. De donde pueden hallarse limites de
confianza para las predicciones de los valores poblacionales (véase Prob. 14.38).

3. Contraste de hipétesis para predicciones de valores medios. Sea Y, ¢l valor de prediccion de
Y correspondiente a X = X, estimado a partir de la ecuacion de regresion muestral (o sea, ¥, = @y +
+ a; Xy). Denotemos por Y, la prediccidn del valor medio de Y correspondiente a X = X, para la
poblacién. Entonces el estadistico

Vo o ¥ :
— By Ao N=2=
SY.X\/I + (Xo — X)?/s3

it 3 Yo — ?p ]
Sy IUN + (Xo — X?/(Ns2)

(33)
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tiene distribucion de Student con N — 2 grados de libertad. De ahi se pueden reducir limites de
confianza para las predicciones de los valores medios de la poblacion (véase Prob. 14.39).

DIAGRAMA DE DISPERSION Y RECTAS DE REGRESION

14.1. La Tabla 14.1 da en pulgadas las respectivas alturas X e ¥ de una muestra de 12 padres y sus hijos
mayores. =

(@) Construir un diagrama de dispersion.
() Hallar la recta de regresion de minimos cuadrados de Y sobre X.
(¢) Hallar la recta de regresion de minimos cuadrados de X sobre Y,

Tabla 14.1
Altura X del padre 65 63 67 64 68 62 70 66 68 67 69 71
Altura Y del hijo 68 66 68 65 69 66 68 65 71 67 68 70

Solucion

{a) El diagrama de dispersion se obtiene marcando los puntos (X. ¥) en un sistema rectangular de
coordenadas, como ilustra la Figura 14.2.

Y
72— X = —338 + LO36Y —.,
w . ° 7
< /7
g 70— P
H PV
Lo ] /“\y: $7
o 684 S /,. - 3552 + 0476X
2
= il /// i
= 66 e~ /
B s
< (4
1.7
62—
R e e e T

62 64 66 68 70 72
Altura del padre {pu!_gadas)

Figura 14.2.
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(b) La recta de regresion de Y sobre X viene dada por ¥ = @, + a,X, donde 4, y g, s¢ obtia
resolviendo las ecuaciones normales

Ty
Y x¥

Las sumas se indican en la Tabla 14.2, de la que las ecuaciones normales pasan a ser

aN +a; )X
ay ) X + a, )y X?

12ay + 800z, = 811
800a, + 53418a, = 54,107

Il

y de aqui concluimos que ¢, = 35.82 y ¢; = 0476, y por tanto ¥ = 3582 4 0476X Elg
de esta ecuacion aparece en la Figura 14.2.

Tabla 14.2
X ¥ X7 XY y?
65 68 4225 4420 4624
63 66 3969 4158 4356
67 68 4489 4556 4624
64 65 4096 4160 4225
68 69 4624 4692 4761
62 66 3844 4092 4356
70 68 4900 4760 4624
66 65 4356 4290 4225
68 71 4624 4828 5041
67 67 4489 4489 4489
69 68 4761 4692 4624
71 70 5041 4970 4900
Y X = 800 Yr=s81l | Yx*=53418 | ¥ x¥=54107 | T ¥?— 543849

Otro método

_ENEX) - N XY) “NZXY?(ZX}(ZY): e
= DR = 3582 o) = —sm e = 0476

(¢) La recta de regresion de X sobre Y viene dada por X' = b; + b, ¥, donde b, y b, se obtiencu
resolviendo las ecuaciones normales

20}

X =bN +b5YY
Y XY = by T ¥ 4 6.5 1

Usando las sumas de la Tabla 14.2, se convierten en

126, + 8116, = 800
811b, + 54,849, = 54,107



