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y de ahi deducimos b, = —3.38 y b; = 1.036, y por tanto, X = —3.38 + 1.036Y. El grafico de
estas ecuaciones se ve en la Figura 14.2.

Otro método

XTSI XY) _NYXY = NEX)

14.2. Rehacer los Problemas 14.1(h) y 14.1(c) usando las rectas de regresion

-G 0 -

dondex =X — XYey= VY — V. s

Solucion

Primer método

La Tabla 14.3 resume la tarea. La recta de regresion de Y sobre X es

40,34
y = (%jg)x = (m)x = 0476x osea ¥ — 676 = 0.476(X — 66.7)

Tabla 14.3

X Y x=X-X | p=Y—7F X7 Xy 3
65 68 —1.7 0.4 2.89 —0.68 0.16
63 66 —3.7 —1.6 13.69 5.92 2.56
67 68 0.3 0.4 0.09 0.12 0.16
64 65 =2.7 —2.6 129 7.02 6.76
68 69 1.3 1.4 1.69 1.82 1.96
62 66 —4.7 —1.6 22.09 7.52 2.56
70 68 33 04 10.89 1.32 0.16
66 65 =0.7 —26 0.49 1.82 6.76
68 71 1.3 34 1.69 4.42 11.56
67 67 0.3 —0.6 0.09 —0.18 0.36
69 68 23 04 5.29 1[],92 0.16
71 70 43 24 18.49 10.32 576

Z X=800 Z Y=8il1

X=800/12 Y=811/12 Y x2=84.68|Y xy=4034Y 2= 3892

=066.7 =676

La recta de regresion de X sobre Y es

= (%)) = (igg;)} = 1.036y 0 sea X — 66.7 = 1.036(Y — 67.6)
y 3892

Coinciden con los resultados del Problema 14.1.
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Segundo método

Restar una constante adecuada, 60, por ejemplo, de cada valor de X e Y. Los resultados se pueden
ordenar como en la Tabla 14.4. Procedamos con el segundo método del Problema 13.17. Asi pues.

_NY XY - TX)0. 1) _NTRY V5 X)

= = 0476 b = 1.036
=1 NY X7 — (S X 1 NY YT _ (Y1)
Como X = 60 + 80/12 = 667 # ¥ = 60 + 91/12 = 67.6, las requeridas ecuaciones de regresién son
las de antes.
Notese que si ag y by 5c . .iasen por este método, no obtendriamos los mismos resultados que

antes, ya que a4, y b, dependen de la eleccion del origen. De manera que este método se usa sélo para
hallar g, y b,, que son independientes de la eleccion del origen.

Tabla 14.4
X ¥ X2 Xy Y2
5 8 25 40 64
3 6 9 (8 36
7 R 49 56 64
4 5 16 20 25
8 9 64 72 81
2 6 4 12 36
10 8 100 80 64
6 5 36 30 25
8 (1 64 88 121
7 7 49 49 49
9 8 81 72 64
11 10 121 110 100
Y X' =80 3 ¥i=0] Y X% =018 Y X'Y =647 Y Y2=1729

ERROR TIPICO DE ESTIMACION

14.3. 8i la recta de regresion de ¥ sobre X viene dada por ¥ = ay + a,X. probar que ei error tipico de
estimacion sy, viene dado por

YV ey Y e TXY

oy
Sy.x N
Solucién
Los valores de Y estimados por la recta de regresion estan dados por Y., = 4, + a,X. Luego
32 - Z{Y e Y:sl)z_ = Z(Y FoalgE a1X)2
T N N

_ XYY —ay —aX) —ap )l (Y —ag = aX) — a) Y X(Y — ay — aX)
= - BT B

Ahora bien YI¥Y —a3 —aX) =YY —aN —a; ) X =0

|
\
|
|
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y YXY — a5 — aiX) = XY — 6oY X — ;T X* = 0

ya que de las ecuaciones normales

Nk

Yo

aN +a,} X
oY X +a,y X?

_XNY —a, —aX) YV —qa,YY—aYXY
= ! = -

Por tanto Six S

Este resultado puede ser extendido a ecuaciones de regresion no lineales.

144. Six=X—Xey=Y - ¥, probar que ¢l resultado del Problema 14.3 puede expresarse

a. LY —eYm
a4 N
Solucion
Del Problema 143, con ¥ = x + Xe ¥ = y + ¥, tenemos

Nspx =2 Y —ad YV —a, Y XY=+ W —aYXp+N—-a x+Dy+hH
=207 +2y ¥+ V) —ay(Yy+ NV)—a, Y (xp + Xy + x¥ + X7)
=20 +2¥Yy+ NV —aNY—a, Yxy —a, XY,y —a; YY) x — a,NXY
= Yy + NY*—aoNY —q, Y xy — a,NXY
=Yy —aYxy+ NAY —ay—a,X)
=32 —a; Yy

donde hemos usado los resultados Y x = 0, y = 0e ¥ = a, + a,X (que se siguen al dividir ambos
lados de la ecuacion normal ) ¥ = a,N + a4, Y. X por N).

14.5. Calcular el error tipico de estimacion, s, y, para los datos del Problema 14,1, usando (a) la definicion y
(b) el resultado del Problema 14.4.

Solucién

(@) Secgun el Problema 14.1(#) la recta de regresion de ¥ sobre X es ¥ = 3582 + 0.476X. La Tabla
14.5 da los valores reales de Y(de la Tabla 14.1) y los valores estimados de Y, denotados por Y,

esf*

que se obtienen de la recta de regresion; por ejemplo, correspondiente a X = 65 tenemos ¥, =

= 3582 + 0.476(65) = 66.76. Tambicn se recogen los valores ¥ — Y., que se necesitan al cal-
cular sy 4:

L XY = Yo (1247 + (0197 + - + (0.38)

25 — = = 1.642

YSyx = /1642 = 128 in.
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14.6.

ESTADISTICA
Tabla 14.5
X 65 63 67 64 68 | 62 70 66 68 67 69 .
Y 68 66 68 65 69 66 68 65 71 67 68 |
s 66.76 |65.81(67.71| 66.28 |68.19]6533| 69.14 | 67.24 |68.19| 67.71 | 68.66
Y= ¥ 124 0.19| 029 —128| 0.81| 0.67| —1.14 | —2.24 | 2.81| —0.71 | —0.66

est

(#) De los Problemas 14.1, 142 y 14.4

(a)

R Zyz - a Exy 38.92 — 0.476(40.34)
iy 3T

— 1643
1 N 12

Yy Sy = \/f@ = 1.28 in.

Construir dos rectas paralelas a la recta de regresion del Problema 14.1 y que estén a ©
distancia vertical sy y de ella.

(b) Determinar el porcentaje de puntos dato que caen entre esas dos rectas.

Solucién

(@) Larecta de regresion ¥ = 35.82 + 0.476X, obtenida en el Problema 14.1, es la de trazo grueso &
la Figura 14.3. Las paralelas a distancia vertical sy y = 1.28 de ella (véase Prob. 14.5), son las @
trazo discontinuo en csa figura.

() De la Figura 14.3 se ve que mientras 7 de los 12 puntos dato caen entre esas rectas, 3 apar

sobre ellas. Un examen mas detallado (usando la fila inferior de la Tabla 14.5, por ejemplo) revela
que dos de ellos estan entre esas dos rectas. Luego el porcentaje requerido es 9/12 = 75%.

62 —

Figura 14.3.
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Otro metodo

Segin la fila de abajo en la Tabla 14.5, ¥ — Y, esta entre —1.28 y 1.28 (por ejemplo, +sy 4)
para nueve puntos (X, ¥). Luego el porcentaje pedido es 9/12 = 75%.

Si los puntos estan normalmente distribuidos respecto de la recta de regresion, la teoria
predice que alrededor del 68% de los puntos estan entre las dos rectas. Ello seria mas preciso si el
tamafio de la muestra fuese grande.

Nota: Una estimacion mejor del error tipico de estimacion de la poblacion de la que procede

la muestra viene dada por §, x = /N/(N — 2)syx = /12/10(1.28) = 1.40 in.

VYARIACION EXPLICADA Y VARIACION INEXPLICADA

14.7.

14.8.

Probar que Y (¥ — ¥)? = (Y — Y )% + Y(Yeu — V)

Solucién

Elevando al cuadrado ambos mienbrosde ¥ — ¥ = (¥ — Y ) + (Yo — ¥) y sumando, tenemos
Z(y = }7‘}2 = Z(Y == Yes(]z + Z(chl = }_]]2 -+ 2Z{Y +e Ye:.‘il}(Yest [ }7)

El resultado buscado se sigue inmediatamente si conseguimos ver que la ultima suma es cero; en ¢l
caso de regresion lineal, eso es cierto, porque

Z(Y — Y)Y — 0= Z“’ —ag — @) X)ag + X — )
=g Y (Y —ag — aX) + et Y X(Y — ay — a,X) = Y (Y —ap—a, X)=0

a causa de las ecuaciones normales Y (¥ — aq — @, X) =0y Y X(¥Y — a5 — aX) = 0.
Analogamente se ve que el resultado es valido para regresion no lineal usando una curva de
minimos cuadrados dada por Y., = ¢ + @ X + a, X% + - + a X"

Calcular (a) la variacion total, (b) la variacion inexplicada y (c) la variacion explicada para los datos del
Problema 14.1.

Solucion =

(@) La variacion total (Prob. 14.2)es Y (Y — ¥)* = Y y* = 3892

(b) La variacion inexplicada (Prob. 14.5) es Y (Y — Y, )? = Nszx = 19.70.

(¢) La variacion explicada (Prob. 14.7) es.y (¥, — ¥ = 3892 — 19.70 = 19.22.

Otro método

Como Y = 811/12 = 67.58, podemos construir la Tabla [4.6 usando los valores Y, de la Tabla
14.5; entonces Y (Yo — ¥)? = (=082 + (—L77) + -+ + (2.04)> = 19.21. Los resultados de las
partes (@) y (b) se pueden deducir tambien directamente.

Tabla 14.6
VN
e —082 —177 013 —130 061 —225 156 —034 061 0.13 108 204
Y, — 67.58 950 '
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COEFICIENTE DE CORRELACION

14.9. Hallar (a) el coeficiente de determinacion y (h) el coeficiente de correlacion para los datos del Proble-
ma |4.1. Usar los resultados del Problema 14.8.

Solucion

ariacic licada 19.2
(@) Coeficiente de determinacion = r* = Va&!w = il = 0.4938.
variacion total 38.92

(h) Coeficiente de correlacion = r = + \,f"{“J.'4938 = +0.7027.

Como la variable Y crece al crecer X, la correlacion es positiva y por tanto escribimos r = 0,7027.
o sea 0.70 con dos cifras significativas.

14.10. Probar que para regresion lineal ¢l coeficiente de correlacion entre las variables X e ¥ se puede escribir

R 27-\-‘}'
NOESDER!

ro=

donde x = X — Xep =Y — V.

Solucion

La recta de regresion de minimos cuadrados de ¥ sobre Xes Y., = ay + a,X 6 y., = a,x, donde
[véase Prob. 13.15(a)]

LY = Vo= ¥

a, = ol € Yig = st

variacion explicada Y (Y — Y2 Yyl

A BT e =
Entonoss " T " ariacion total Yy — 12 3
_xaixt  apy ¥t (Z_r}')z Y D)
NG Y o2 Bt atva) QRN
,, e

JEXE A
Y.xp
NORSES
es positiva cuando y,,, crece al crecer x (0 sea, correlacion lineal positiva) y negativa cuando v decrece

al crecer x (o sea, correlacion lineal negativa), automdricamente tiene el signo correcto. Por tanto,
definimos el coeficiente de correlacion lineal como

Sin embargo, como la cantidad

(035210350
Esto se suele llamar la formula momento-producte para el coeficiente de correlacion lineal.

FORMULA MOMENTO-PRODUCTO PARA EL COEFICIENTE
DE CORRELACION LINEAL

14.11. Hallar el coeficiente de correlacion lineal entre las variables X e Y presentadas en la Tabla 14,7,
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Tabla 14.7

Solucion

Los calculos se resumen en la Tabla 14.8.

! 4
B SRR T

r = = - = —
JOATy  J/(132)(56)

De ahi observamos que hay una correlacion lineal muy alta entre las variables, como ya st
comprobo en los Problemas 13.8 y 13.12.

Tabla 14.8
e S E ]
X Y x= »?
1 | 16
3 2 9
4 4 1
6 4 1
8 5 1 0
9 7 2 4
11 8 4 9
14 9 7 16

14.12. Para los datos del Problema 14.11, hallar (a) la desviacion tipica de X, (b) la desviacion tipica de Y,
(c) la varianza de X, (d) 1a varianza de Yy(e)la covarianza de X e Y.

Solucion

= 4.06

i =X 2 132
{¢) Desviacion tipica de X A N = \/EN = \/ g
e 56

T ¥ — 1) 5
(b) Desviacion tipica de ¥ =35y = |- N__ = % =l = 2.65

(¢) Varianza de X 5% = 16.50
(d) Varianza de ¥ = 2 =100

I
=
g
1l
|

]
It

xy 84
(¢) Covarianza de X e ¥ = Sxy = 2—\}‘— = 10.50.
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14.13.

14.14.

14.15.

ESTADISTICA

&)

Para los datos del Problema 14.11, verificar la formula

_ S
SySy
Solucién
Del Problema 14.12
R = 10.50

= s aosEey T

que, salvo por errores de redondeo, coincide con el resultado del Problema 14.11.

Obtener, mediante la formula momento-producto, el coeficiente de correlacion lineal para los datos
Problema 14.1.

Solucion

Se puede organizar el trabajo como en la Tabla 14.3 del Problema 14.2. Entonces

, 40.34
o o il = 07027

T OO0 | J(8468)(3892)

que esta de acuerdo con el método mas largo del Problema 14.9.

Demostrar que el coeficiente de correlacion lineal viene dado por

it NZXY—(ZX)(Z Y)
VINY X — CxPIINY. Y2 — (X Y]

Solucion

Haciendo x = X — Xey = ¥ — Y en el resultado del Problema 14.10, tenemos
R Y xy B Y —X)(Y -1
VEAETY) JVIEE - DL - Y]
Pero (X — (Y — V) =Y (XY - XY — XY + XV) =YXy — XYYy — Yy X + NXY
=Y XY — NXY — NYX + NXY = Y} X¥ — NX¥
it REE )
N

(34)

yaque X = (3 X)/Ne ¥ = (3 ¥)/N. Andlogamente, 3

Y(X — X = Y(X? — 2XX + X3 = ¥ X? — 2XY X 4 NX?

203 X)? X)? 3 X)?
=ZX2_(_£N] +(EN) =ZX-"‘(EN)
2

N
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Asi pues, la ecuacion (34) se conyierte en
_ Yxy—3yxne Y)/N i NY XY -3 X0 Y) s
JE X (L XPINIIE PP - YN JINY X — (L XPIINE Y = (L Y7

14.16. Mediante la formula del Problema 14.15, hallar el coeficiente de correlacion lineal para los datos del
Problema 14.1.

Solucion

Segiin la Tabla 14.2 del Problema 14.1 se tiene

_ NZXY__— X} Y)
Vf[NZ X2 - XE[NY Y= Y]

i (12)(54.107) — (800)(811) _ 07027

\,f"[(12)[53,4i8} = ISOU)Z][{IZ}(54,849] — (811)7]

F =

como en los Problemas 14.9 y 14.14.

Otro método

E! valor de r es independiente de la eleccion del origen de X e Y. Asi pues. podemos usar los
resultados del segundo método del Problema 14.2, con lo que se obtiene

H NY XY — 3 Xy (12)(647) — (B0)(91)

A E e — : —=0.7027
SN XTIINy Ty Y7 ~IeI8 - (80)°][(12)(729) — (91)7]

COEFICIENTE DE CORRELACION PARA DATOS AGRUPADOS

14.17. La Tabla 149 da las distribuciones de frecuencias de las notas finales de 100 estudiantes en Matemati-
cas y Fisica. Con referencia a ¢sa tabla, determinar:

(@) El nimero de estudiantes que saco notas entre 70-79 en Matematicas y entre 80-89 en Fisica,

(h) El porcentaje de estudiantes con nota de Matematicas menor que 70.

(¢) El nimero de estudiantes que obtuve 70 o mas en Fisica y menos de 80 en Matematicas.

(d) El porcentaje de estudiantes que aprobo al menos una de las dos materias. si se exigian 60 puntos
para aprobar,

Tabla 14.9
Calificacion en Matematicas
40-49 50-59 60-69 70-79 80-89 90-99 Total
90-99 2 4 4 10
S | 8089 1 4 6 5 16
E 70-79 5 10 RE 1 24
E 60-69 1 4 9 5 2 21
g 50-59 3 6 6 4 17
% 40-49 3 5 4 12
< Total 7 15 25 23 20 10 100
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Solucion

(@) En la Tabla 14.9, miramos hacia abajo en la columna encabezada con 70-79 (nota de Matemati-
cas) a la fila con rotulo 80-89 (nota de Fisica), donde la entrada es 4, que es el numero de
estudiantes pedido.

() El nimero total de estudiantes con nota de Matematicas inferior a 70 es la suma de los que tienen
40-49, 50-59 y 60-69 = 7 + 15 + 25 = 47. Luego el porcentaje pedido es 47/100 = 47%.

(¢) El nimero pedido es el total de las entradas de la Tabla 14.10 (que representa parte de la Tabla
14.9). Por tanto, el nimero de estudiantes requeridoes 1 + 5 + 2 + 4 + 10 = 22

() La Tabla 14.11 (sacada de la Tabla 14.9), dice que el niimero de estudiantes con notas menores
que 60 en ambas asignaturas es 3 + 3 + 6 + 5 = 17. Luego el nimero de los que tienen al

menos una nota de 60 o mas es 100 — 17 = 83, y el porcentaje requerido es 83/100 = 83%.
Tabla 14.10 Tabla 14.11
Calificacion en Calificacion en
Matematicas Matematicas
60-69 70-79 40-49 50-59
90-99 2 ' 50-59 3 6
bl T Calificacion

Céﬂ'i;ﬁ?féf | s ‘ 4 ki 40-49 3 5

70-79 5 10

14.18.

La Tabla 14.9 se llama a veces una tabla de frecuencias de dos variables. Cada cuadrado de ese
tabla se llama una celda y corresponde a un par de clases o intervalos de confianza. El nimero
indicado en la celda se llama frecuencia de celda. Asi, en la parte (@) el nimero 4 es la frecuencia de la
celda correspondiente al par de intervalos de confianza 70-79 en Matematicas y 80-89 en Fisica.

Los totales indicados en la ultima fila y en la Gltima columna’se llaman forales marginales ¢

[frecuencias marginales. Corresponden, respectivamente, a las frecuencias de clase de las distribuciones

de frecuencias separadas de las notas de Matematicas y Fisica.

Mostrar como modificar la formula del Problema 14.15 para el caso de datos agrupados como en la
tabla de frecuencias de dos variables (Tabla [4.9).

Solucién

Para datos agrupados, podemos considerar los diversos valores de las variables X e Y come
coincidentes con las marcas de clase, mientras fy y f, son las correspondientes frecuencias de clase, o
frecuencias marginales, que se recogen en la Gltima fila y columna de la tabla de frecuencias de dos
variables. Si denotamos por f'las diversas frecuencias de celda asociadas a los pares de marcas de clase
(X, Y), podemos sustituir la formula del Problema 14.15 por

ol £ STNEEXY = Ol L)
JINS X = CAXPIINLAY: — AP

(35)

Si hacemos X = A4 + cytiye Y = B + c,uy, donde ¢, y ¢y s0n las anchuras de intervalos de clase
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(supuestas constantes) y 4 y B son marcas de clase arbitrarias correspondientes a las variables, la
formula (35) se convierte en la (21);

= Nz.ﬁ‘x“r = {fo“xJ(Zfr“r}
VINY i = fruxPTINY fyd = O fyg)]

r

(21

Este es el método de compilacién empleado en capitulos precedentes como método abreviado para

calcular medias, desviaciones tipicas y momentos superiores.

Tabla 14.12

Calificacion en Matematicas X
X 445 54.5 64.5 74.5 84.5 | 94.5 Suma de
. los niime-
Ux Sy fyuy | fyud | ros de las
Y -2 —1 0 1 2 3 esquinas en|
Uy cada fila
9.5 2 2 4 4 10 20 40 44
[ [ [
‘g 84.5 1 1 4 6 5 16 16 16 31
: __ [ [ [
: 74.5 0 S 10 8 1 24 0 0 0
2
Fl [ F
% 645 | —1 1 4 9 Sl D 21 —21 21 -3
: EL e L
54.5 -2 3 6 | 6 2 17 —34 68 20
Fl & F [
44.5 -3 3 5 4 12 —36 108 33
Fl [#]F
- fozyr Zfr”}’ Z;{rﬂg zﬁ"x“r
Ix U o @y el 20 i o Bl e | & =1 |
Sty —14 [—15 | 0 |23 | 40 | 30 Zf ’gf
Lo
St 28 150 0 [23 |8 |90 E@;‘g
Suma de los
numerf:ts de 32 31 0 — 24 39 ZJﬁ".X“Y
las esquinas en = 125
cada columna
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14.19. Hallar el coeficiente de correlacion lineal de las notas del Problema 14.17

Solucién

Usamos la formula (21). El proceso se resume en la Tabla 14.12, que se llama una tabla de
correlacion. Las sumas ¥ fy, Y futtxs 2 fxu% . fy. Y. fyity ¥ Y fyuy s obtienen mediante el metodo de
compilacion, como en capitulos anteriores.

El nomero en la esquina de cada celda en la Tabla 14.12 representa el producto fityu,. donde fes la
frecuencia de celda. Su suma en cada fila se indica en la fila correspondiente de la nltima columna. ¥
su suma en cada columna se indica en la correspondiente columna de la ultima fila. Los totales finales
de la nltima fila y columna son iguales y representan

= NZﬁ‘X“Y = (fo“x_)(ZnyJ
JINY ferz — (e PIIN Y fyid — (O fyur )]
(100)(125) — (64)(—55) = 16,020
JT100)(236) — (6421 [(100)(253) — (—5517]  /(19,504)(22,275)

= 0.7686

14.20. Usar la Tabla 14.12 para calcular (a) sy, (B) sy ¥ (¢) 5yy ¥y asi verificar la formula r = syy/(sx8y).

Solucion

(@) sx = cx \/Z_ qui —(Z";{”"’T = 10 \/%—(%)2 = 13966

b sy = ¢ \/i—’;é—” o= (D;”“)z = 10 %3]— (%.505)2 — 14925

o - () (2] v 35 (S)(55)) - e

Luego las desviaciones tipicas de las notas de Matematicas y Fisica son 14.0 y 14.9 respectivamente.
mientras que su covarianza es 160.2. El coeficiente de correlacion r es, por tanto,

75 s L T = 0.7686
SySy (13.966)(14.925)

en coincidencia con ¢l Problema 14.19.

RECTAS DE REGRESION Y EL COEFICIENTE DE CORRELACION

14.21. Probar que las rectas de regresion de Y sobre X y de X sobre ¥ tienen ecuaciones respectivas (a)

Y — ¥ = (rsyfsy)(X = D)y (B) X — X = (rsy/sy (Y — ¥).

Solucion

(@) Del Problema 13.15(a) sabemos que la recta de regresion de Y sobre X es

L=(%;ﬂ;)‘r o sea Y—?=(Z§)(X—f)

>
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14.23.

14.24.
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Entonces. como = 27”_ {véase Prob. 14.10)

S B0 r7)
A ) "

lenemos Lt INOE NG S e TS

z X Z o \/Z 2 £

y el resultado es el deseado.
(h) Esto se deduce intercambiando X e Y en la parte (a).

Si las rectas de regresion de Ysobre X y de X sobre Y son, respectivamente, Y =a, + @, Xy XY = b, +
+ b, Y. probar que a,h, = #?

Solucién

Del Problema 14.21, partes (@) y (b).
= By y by
Sk 55

Fs rs
Luego ah; = hep £ s ) B

sy )\ sy
Cabe tomar este resultando como punto de partida para la definicion del coeficiente de ‘correlacion
lineal.

(3

Usar el resultado del Problema 14.22 para hallar el coeficiente de correlacion lineal para los datos del
Problema 14.1.
Solucién

Del Problema 14.1 [partes (b) y (¢), respectivamente] a, = 484/1016 = 0476 y b, = 484/467 =
= 1.036. Asi que > = a,b, = (484/1016)(484/467) y r = 0.7027, de acuerdo con los Problemas 14.9,
14.14 y 14.16.

Para los datos del Problema 14.19, escribir las ecuaciones de las rectas de regresion de (a) Y sobre X v
(h) X sobre Y.
Solucion

De la tabla de correlacion (Tabla 14.12) del Problema 14.19, tenemos

fo i (10)(64)
T T

Z.fr“)’ i (10)(—55)
= 745 + 100

X=4 4¢ = 70.9

¥ =B 4 ¢ = 69.0

Por ¢l Problema 14.20, sy = 13.966, sy = 14.925 y r = 0.7686. Ahora usamos ¢l Problema 14.21.
partes (a) y (b), para obtener las ecuaciones de las rectas de regresion.
= Sy (0.7686)(14.925)

2 St gt — 690 ="——— """ (¥ — 709) = 0.821(X¥ — 709
@ Y-—F (X X) ¥ — 690 13.966 { 0.9) ( )

., 7686)(13.
b ¥=F= ”—"(y 'y ¥ iene — %}.;y — 69.0) = 0.719(¥ — 69.0)



346 ESTADISTICA

14.25.

14.26.

Calcular, para los datos del Problema 14.19, los errores tipicos de estimacion (a) sy x ¥ (b) sx.y. UsS
resultados del Problema 14.20.

Solucion
(@) syx = Sya/1 — 72 = 14925./1 — (0.7686) = 9.548
(B) syy = sx /1 — 12 = 13.966,/1 — (0.7686)* = 8.934

La Tabla 14.13 muestra los indices de precios al consumo de alimentacion y de asistencia sa
durante los afios 1975-1983 comparados con los precios en un afio base, 1967 (tomados como &
Calcular el coeficiente de correlacion entre esos dos indices.

Tabla 14.13
ARD 1975 | 1976 | 1977 | 1978 | 1979 | 1980 | 1981 | 1982
Alimentacién 75 | 181 | 192 | 211 | 235 | 255 | 275 | 286
Asistencia 160 | 185 | 202 | 219 | 240 | 266 | 295 | 329
sanitana

Fuente; Survey of Current Business.

Solucion
(@) Denotando por X e Y los indices de alimentacion y de asistencia sanitaria, respectivamente. £
calculo del coeficiente de correlacion procede como sugiere la Tabla 14.14. (Notese que el afio =
emplea solo para especificar los valores correspondientes de X e Y). Entonces, por la formuls
momento-producto,
Xy 23.442
LY . —— =098

& JE A ¢ 3 ;':i16,7?4)(34,10?)

Luego existe una correlacion lineal muy buena entre ambos indices de costo. Hay que hacer
constar, no obstante, que ¢so no quiere decir que los costes hayan aumentado fo mismo a lo large

de los afios: asi, por ejemplo. de 1975 a 1983 los alimentos han subido un 67% mientras que a

asistencia samitaria lo ha hecho en un 111%.

Tabla 14.14
X Y x=X-X| y=Y-F et Xy »?
' 175 169 —59 —82 3.481 4,838 6,724
181 185 —53 —66 2,809 3.498 4356
‘ 192 202 —42 —49 1,764 2,058 2,401
| 211 219 -23 -32 529 736 1,024
| 235 240 1 11 1 i 121
i 255 266 21 15 441 315 225
! 275 295 41 44 1,681 1,804 1,936
i 286 329 52 78 2,704 4,056 6,084
292 357 58 106 3,364 6,148 11,236
Y X=2102 | ¥ ¥=2262 i o) L
X=234 ¥=251 T x2=16774 | ) xy=23442 Y ¥2=34,107
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14.27. Ajustar una pardbola de minimos cuadrados de la forma ¥ = a4 + @, X +- 4, X? al conjunto de datos
de la Tabla 14.15.

14.28,

Solucion

Tabla 14.15
X 1.2 1.8 49 5.7 74 8.6 98
Y 4.5 59 7.0 78 T 6.8 4.5 2

Las ecuaciones normales (23) del Capitulo 13 son

¥ ¥
Yy

agN
4y X +a Yy Xx* + a2 X
Y XY = ag) XP 4+ a4 ) X + a,y X4

+ay X +a)X?

(36)

El proceso de célculo de las sumas se presenta en la Tabla 14.16. Como N = 8. las ecuaciones

normales (36) pasan a ser

8ap +  422a, + 291.20a, = 464
422a, + 291.20a, + 2275354, = 23042 {(37)
291.20a, + 2275354, + 18971924, = 1449.00
Resolviendo, a, = 2.588, a; = 2.065, y a, = —0.2110; por tanto, la pardbola de minimos cuadrados

buscada es

Y = 2,588 + 2.065X — 0.2110X7?

Estimar, mediante la parabola de minimos cuadrados del Problema 14.27, los valores de ¥ a partir de

los valores de X dados,

Solucién

Para X = 12, ¥, = 2588 + 2.065(1.2) — 0.2110(1.2)) = 4.762. Otros valores estimados se
obtienen analogamente. Los resultados, junto con los valores reales de ¥, se muestran en la Tabla

14.17.
Tabla 14.16
¥ ¥ ¥2 X2 ) Xy X2y
1.2 4.5 1.44 1.73 208 5.40 6.48
1.8 59 3.24 5.83 10.49 10.62 19.12
31 7.0 9.61 29.79 92.35 21.70 67.27
49 78 2401 117.65 576.48 38.22 187.28
57 7.2 3249 185.19 1055.58 41.04 233.93
7.1 6.8 50.41 357.91 2541.16 48.28 342.79
8.6 4.5 73.96 636.06 5470.12 38.70 332.82
9.8 27 96.04 941.19 9223.66 26.46 259.31
Tk i Yoxe % a ot Y XY T Ty
=422 = 464 =29120 | =227535 | =18971.92 | =23042 | =1449.00
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14.30.

ESTADISTICA

Tabla 14.17

« | 4762 5621 6962 7640 7503 6613 . 4741  2.561

I 4.5 50 1.0 7.8 7.2 6.8 4.5 2:

(z) Hallar el coeficiente de correlacion lineal entre las variables X e Y del Problema 14.27.

(#) Hallar el coeficiente de correlacion no lineal entre estas variables, suponiendo la relacion parabo-
lica obtenida en el Problema 14.27.

(¢) Explicar la diferencia entre los coeficientes de correlacion obtenidos en las partes (a) v (b).

(d)  (Que porcentaje de la variacion total queda inexplicada al suponer una relacién parabélica entre
Xer?

Solucion
(@) Haciendo uso de los calculos ya realizados en la Tabla 14.16 y ¢l hecho afiadido de que ) ¥? =

= 290.52, vemos que

NY XY_T_(_Z YY) i _{8)(230,42) —(42.2)(46.4) 03743

JINE X = XPIINS Y2 =3 ¥)2]  J/[(8)(291.20)— (42.2)7] [ (8)(290.52) — (46.4)7]

F=

(b) De la Tabla 14.16, ¥ = (), Y)/N = 46.4/8 = 5.80; luego la variacion total es ¥ = FE=
=21.40. De la Tabla 14.17 vemos que la variacion explicada es ) (Y,,, — ¥)* = 21.02. Luego

es5l

tacic licad: 21.02 -
oo SRRRRIOT SADUGNR o S gepocitigmns g digndi Eotdn 1008
variacion total 21.40

(¢) EI que (g) haya dado un coeliciente de correlacion lineal de sélo —0.3743 indica que no hay
practicamente relacion lineal entre X' e Y. Sin embargo, hay una relacion no lineal muy fuerte dada
por la parabola del Problema 14.27, como ratifica el hecho de que el coeficiente de correlaciéon en
(b) es 0.9.

Variacion inexplicada

(d) =1—r*=1-09822 = 00178

Variacion total

Luego el 1.78% de la variacion total queda inexplicada. Ello podria ser debido a fluctuaciones
aleatorias o a una variable adicional que no se ha tenido en cuenta.

Hallar (g) 5, v () sy x para los datos del Problema 14.27.

Solucién

‘(@) Del Problema 14.29(a), Y (Y — ¥)* = 21.40. Asi pues, la desviacién tipica de ¥ es

- 72 21.40
8y = Z(Y ) = = 1.636 o sea 1.64
¥ N 8

Usando la parte (@) y el Problema 14.29(b), el error tipico de estimacion de ¥ sobre X es

(B) . Primer método

Syx = Syl — 2 = 1636 /1 — (09911)> = 0218 osea  0.22
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Segundo método

Usando ¢l Problema 14.29,

e \/Z[Y—_;Ys_slj = \/iariacic'm ‘:r'nexp]icada 1 J21.40 ; 21.02 _ oSt s

Tercer mietodo

Por el Problema 14.27 y el calculo adicional Y Y2 = 290.52, tenemos

T L - 2
SHZ\/ZY aYY —a, )XY —a,y X X et

N

osea (.22

TEORIA MUESTRAL DE LA CORRELACION

14.31. Al calcular el coeficiente de correlacion de una muestra de tamaino 18, ha dado el valor 0.32. ;Podemos

concluir al nivel de significacion (@) 0.05 y (b) 0.01 que el coeficiente de correlacién de la poblacion
correspondiente difiere de cero?

Solucion

Queremos decidir entre las hipotesis Hy: p = 0y H,: p > 0.

I_,ﬂ;/}v—z_0_.32,/18—2_135

JI=r J1 —(032)?

(a) Usando un contraste unilateral con la distribucion de Student en el nivel 0,05, rechazariamos la

hipotesis H, si 1 > 145 = 1.75 para (18 — 2) = 16 grados de libertad. Luego no podemos
rechazar H al nivel 0.05.

(6) Puesto que no podemos rechazar H al nivel 0.05, ciertamente, tampoco al 0.01.

14.32. ;Cual es el minimo tamafio de muestra necesario para poder concluir que un coeficiente de corrclacion
de 0.32 difiere significativamente de cero al nivel 0.05?

Solucion

Con un contraste de una cola de la distribucion de Student en el nivel 0.05, el minimo valor de N
debe ser tal que

032/N—-2 r
T
para N — 2 grados de libertad. Para un nimero infinito de grados de libertad, fo; = 1.64 y por tanto.

N = 256

ParaN =260 v =24 o= 171 =032/24/1 — (0327 = 1.65

Para N = 27: v =25 Los =17 ;- 032/25/ /T = 0327 = 1.69
Para N = 28: v = 26 Log = 1.71 = 0‘32\/.’5{;’;\/;7_ {032}2 = 172

Asi que el tamafio minimo de la muestra es N = 28.
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1433. Un coeficiente de correlacion de una muestra de tamafio 24 resulta ser r = 0.75. Al nise

significacion 0.05, ;podemos rechazar la hipotesis de que el coeficiente de correlacion de la pobls
es tan pequefio como (@) p = 0.60 y (h) p = 0.50?

Solucion
1 + 0.75 1 + 0.60
' Z = L1513 logl ———— | = 0. , = L1513 log| ———1 = 0.
{a) og(] = 0.75) 9730 ty 1.15 og(I = 0.60) 6932
] I 0.2182
v PR R O e S
N = 3 T2l
= 0. —.0:
Por tanto Zh= i M = 1.28

oy 0.2182

Usando un contraste de una cola con la distribucién normal al nivel 0.05, rechazariames
hipotesis solo si = fuera mayor que 1.64. Luego no podemos rechazar la hipotesis de gues
coeficiente de correlacion de la poblacion es tan pequefio como 0.60.
(b) Sip = 050, entonces g, = 1.1513 log3 = 05493 y z = (0.9730 — 0.5493)/0.2182 = 1.94. Lucs
i podemos rechazar la hipotesis de que el coeficiente de correlacion de la poblacion sea &=
| pequeno como p = 0.50, al nivel 0.05.

. 14.34. El coeficiente de correlacion entre las notas en Fisica y Matematicas para un grupo de 21 estudiangs
resulta ser 0.80. Hallar los limites de confianza 95% para este coeficiente.

Solucion

i Como r = 0.80 y N = 21, los limites de confianza 95% para p, vienen dados por

1 : : 1
Z + 1960, = 1.1513 log(L) + 1.96(f) = 1.0986 + 0.4620
I L—ar /N ==
Asi pues, ju, tiene el intervalo de confianza 95% desde 0.5366 a 1.5606. Ahora bien, si

. 1+ p

: uy = 11513 log 1 = 0.3366 entonces p = 04904
’|: - 1 + p

i y si iy = 1.1513 log R 1.5606 entonces p = 09155

Luego los limites de confianza 95% para p son 0.49 y 0.92.

14.35. Dos cocficientes de correlacion obtenidos de muestras de tamafios N, = 28 y N; = 35 han resultade
ser r; = 0.50 y r, = 0.30, respectivamente. ;Hay diferencia significativa entre los dos coeficientes al
nivel 0.05?7

Solucion

' | 1)
11513 103( +.’_1) = 5493 .. Z, =l 1513 |og(1 S

| —r

Il

Z, ) = 0.3095

2

et
" e ks = = (.2669
¥ Tyr 22 \/N|—3+N2—3




TEORIA DE LA CORRELACION 351

Queremos decidir entre dos hipotesis Hy: 1, = py, ¥ Hyt jiy; # 11z, Bajo la hipotesis H,,

Ly — Lo —i(psy — 15493 — 0. =) .
S 2 (21 Hzz) gt 0.54 3095 — 0.89%5
Tz1-z2 0.2669

Con un contraste bilateral mediante la distribucién normal, rechazariamos H solo si z > 196
0 si z < —196. Por tanto, no podemos rechazar H, y concluimos que los resultados no son
significativamente diferentes al nivel 0.07.

TEORIA MUESTRAL DE LA REGRESION

14.36. En el Problema 14.1 hallamos como ecnacién de regresion de Y sobre X la que sigue: ¥ = 35.82 +
+0.476.X. Contrastar la hipotesis, al nivel de significacion 0.05, de que el coeficiente de correlacion de la
ecuacion de regresion de la poblacion es 0.180.

Solucion
a; — A,

st M

0476 — 0.180 -
Sy.x/sy

1.28/266 V12 -2 =195

como sy y = 1.28 (calculado en el Problema 14.5) y s, = \/{Z XN = V84.68/12 = 2.66 (del
Problema 14.2). Usando un contraste de una cola con la distribucion de Student al nivel 0.05,
rechazariamos la hipdtesis de que el coeficiente de regresion es tan bajo como 0.180'si t > 14 = 1.81
para (12 — 2) = 10 grados de libertad. Luego no podemos rechazar la hipotesis.

14.37. Hallar los limites de confianza 95% para el coeficiente de regresion del Problema 14.36.

Solucion

i, ! Sy
o= e )
v

Luego los limites de confianza para 4 (obtenidos haciendo r = + Lgrs = + 223 paral2 — 2 =
= 10 grados de libertad) vienen dados por

223 (s 223 (128
a + (’*-i) e AT o (—) = 0476 + 0340

T B =N ~ /10 \2:66
Es decir, tenemos 95% de confianza de que 4 esta entre 0.136 y 0.816.

14.38. En el Problema 14.1, hallar los limites de confianza 9% para las alturas de los hijos cuyos padres
miden (a) 65.0 y (#) 70.0 in.

Solucién

Como 1445 = 2.23 para (12 — 2) = 10 grados de libertad, los limites de confianza 95% para ¥,
(véase pag. 330) vienen dados por

_ 223 (X, — X

= I

2
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donde Y, = 35.82 + 0.476X, (Problema 14.1), 5y , = 1.28, s, = 2.66 (Problema [436) y N = 12
(@ SiX, = 650, entonces ¥, = 66.76 in. Ademas (X, — X)* = (65.0 — 800/12)*> = 2.78. Asi pues
los limites de confianza al 95% son

6676+—128 12 l = 66.76 + 1
(1.28) [12 + +(266)2 66.76 + 331 in

Esto es, podemos tener un 95% de confianza de que las alturas de los hijos estan entre 63.4 y 70.1.

(b) SiX, = 700, entoncesY, = 69.14 in. Ademas, (X, — X)? = (70.0 — 800/12)* = 11.11. Luego los
limites de confianza 95% resultan ser 69.14 + 3.45 in; es decir, con un 95% de confianza las
alturas de los hijos estan entre 65.7 y 72.6'in.

Notese que para los valores grandes de N, los limites de confianza 95% vienen dados aproximada-
mente por ¥, + 1.96sy 4 0 sea ¥, + 25, supuesto que (X, — X) no sea demasiado grande. Ese
coincide con los resultados aproximados mencionados en la pagina 210. Los métodos de este proble-
ma son validos con independencia del valor de N o de (X, — X); esto ¢s, los métodos de muestreo son
exactos.

En el Problema 14.1 hallar los limites de confianza 95% para las alturas medias de los hijos cuyos
padres miden (a) 65.0 in y (b) 70.0 in,

Solucién

Ya que 445 = 2.23 para 10 grados de libertad, los limites de confianza 95% para ¥, (véase pa-
gina 330) vienen dados por

2.23 Xo — X7
Yo £ — {1+ {_0 2 )
10 Fx

donde ¥, = 35.82 + 0476X, (Problema 14.1), s, y = 1.28 y 5, = 2.66 (Problema 14.36).

(a) Si X, = 650, vemos que los limites de confianza 95% son 66.76 + 1.07 in [comparar con el
Problema 14.38(a)]. Es decir, podemos tener 95% de confianza de que la altura media de todos
los hijos cuyos padres miden 65.0 in estd entre 65.7 y 67.8 in.

{b) Si X, = 700, vemos que los limites de confianza 95% son 69.14 + 1.45 in [comparar con el
Problema 14.38(5)]. Es decir, podemos tener 95% de confianza de que la a/tura media de todos los
hijos cuyos padres miden 70.0 in estard entre 67.7 y 70.6 in.

REGRESION LINEAL Y CORRELACION (h) Hallar la recta de regresion de mini-

LINEAL mos cuadrados de Y sobre X

(¢) Hallar la recta de regresion de mini-
mos cuadrados de X sobre Y.

(d) Representar las dos rectas de las partes
(b) ¥ (¢) en el diagrama de dispersion

(a) Construir un diagrama de dispersion. de la parte (a).

14.40.

La Tabla 14.18 presenta las notas de dos
examenes de Biologia, X e ¥, de 10 estu-
diantes.




Tabla 14.18

Calificaciones en ¢l | Calificaciones en el
primer examen (X) |segundo examen (¥)
6 8
5 7
8 7
8 10
7 3
6 8
10 0
4 6
9 8
7 6

14.41.

14.42.

14.43.

14.44.

14.45.

14.46.

Hallar (a) sy x ¥ (8) 55 para los datos de la
Tabla 14.18.

Calcular () la variacion total en Y, (b) la
variacién inexplicada en ¥ y (¢) la variacion
explicada en Y, para los datos del Proble-
ma 14.40.

Usar los resultados del Problema 14.42 pa-
ra hallar el coeficiente de correlacion entre
los dos conjuntos de notas del Proble-
ma 14.40.

{a) Hallar el coeficiente de correlacion en-
tre los dos ¢conjuntos de notas del Pro-
blema 1440 usando la formula meo-
mento-producto. y comparar con el re-
sultado del Problema 14.45.

{h) Obtener el coeficiente de correlacion
directamente a partir de las pendientes
de las rectas de regresion del Proble-
ma 14.42, partes (b) y {c).

Hallar la covarianza para los datos del Pro-
blema 14.40 () directamente y (#) usando la
formula sy, = rsysy yoel resultado del Pro-
blema 14.43 6 14.44,

La Tabla 14.19 da las edades X y las presio-
nes sanguineas (en sistole) ¥ de 12 mujeres.

{a) Hallar el coeficiente de correlacion en-
tre:X ek

{h) Determinar la ecuacidon de regresion
de minimos cuadrados de ¥ sobre ¥
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{¢) Estimar la presion sanguinca de una
mujer de 45 anos.

14.47.

14.48.

14.49.

Tabla 14.19
Edad (X) Presion sanguinea
56 147
42 125
72 )
36 115
63 149
47 128
55 150
49 145
38 115
42 140
68 152
60 155

Hallar el coeliciente de correlacion para los
datos del (¢) Problema 13.32 y () Proble-
ma 13.35.

El cocficiente de correlacion entre las varia-
bles X ¢ Yesr = 0.60. Si sy = 1.50, 8y =
=200, X = 10 e ¥ = 20, hallar la ecuacion
de la recta de regresion de (¢} ¥ sobre XYy
(b} X sabre V.

Caleular (¢) 5y ¢ ¥ (h) 8y para los dutos del
Problema 14.48.

Sise e = 3y = 3 caleular r

Si el coeficiente de correlacion entre X e }
€5 0,50, (qué porcentaje de la variacion total
queda inexplicado por la ecuacton de regre-
sion?

{a)  Probar que la ccuacion de la recta de
regresion de ¥ sobre X puede escri-
birse

i B B

Vs T A — 1

%

thl  Escribir una ecuacion analoga para la
recta de regresion de X sobre V
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14.53.

14.54.

14.55.

14.56.

14.57.

(@) Calcular el coeficiente de correlacion
entre los valores correspondicntes de X
¢ Y dados en la Tabla 14.20.

(h) Multiplicar cada valor de X en la tabla
por 2 y sumar 6. Multiplicar cada va-
lor de Y en la tabla por 3 y restar 15.
Hallar el coeficiente de correlacion en-
tre los dos nuevos conjuntos de valo-
res. explicando por qué se obtiene o
por qu¢ no se obtiene el mismo resul-
tado que en (g).

Tabla 14.20
X ¥
2 18
4 12
5 10
& B
11 5

(@) Hallar las ecuaciones de regresion de ¥
sobre X para los datos considerados en
el Problema 14.53, partes (a) y (b).

(5 Discutir la relacion entre estas ecua-
ciones de regresion.

(@) Probar que el coeficiente de correla-
cion entre X e Y puede expresarse

S Ly XY - .:?.?
\/EXZ i Xzz][yz = }'7'2':]

=

() Usando ese metodo, resolver el Pro-
blema 14.1.

Probar que un coeficiente de correlacion es
independiente de la cleccion de origen de
las variables o de las unidades en que se
expresan. (Ayuda: Supongase que X' =
=c X +Ae VY =c¢, Y + B donde ¢y, ¢,
A y B son constantes arbitrarias, y pruébese
que el coeficiente de correlacion entre X" ¢
Y" es el mismo que entre X ¢ Y).

(¢) Probar que, para regresion lineal,

COEFICIENTE DE CORRELACION
PARA DATOS AGRUPADOS

14.58.

{(h) (Es valido el resultado para regresi
no lineal?

Hallar el coeficiente de correlacion entre las
alturas y pesos de los 300 hombres adultos’
de EE.UU recogidos en la tabla de frecuen
cias dada en la Tabla 14.21.

Tabla 14.21

Pesos Alturas X (in)

¥ (Ib) |59-62 [63-66|67-70 |71-74|75-78

90-109 | 2 1

110-129 | 7 8 4 2

130-149 | 5 15 22 7 1

150-169 | 2 12 63 19 5

170-189 gili28n Fe32 12

190-209 2 10 | 20 7

210-229 1 4 2
14.59. (a) Hallar la recta de regresion de mini-

14.60.

14.61.

mos cuadrados de ¥ sobre X para los
datos del Problema 14.58.

() Estimar los pesos de dos hombres cu-
yas alturas son 64 y 72 im. ™~

Hallar (g) sr'_x ¥ (b) 55y para los datos del
Problema 14.58.

Establecer la formula (21) de este capitulo
para el coeficiente de correlacion de datos
agrupados.

CORRELACION DE SERIES EN
EL TIEMPO

14.62.

La Tabla 14.22 muestra los precios al por
menor del cinc en EE.UU. y los correspon-
dientes indices de precios al consumo en los



14.63.

anos 1978-1985. Hallar el coeficiente de co-
rrelacion.

La Tabla 14.23 da la temperatura media y
la precipitacion en una ciudad durante el
mes de julio de los afos 1975-1984. Hallar
el coeliciente de correlacion.

TEORIA MUESTRAL DE
LA CORRELACION

14.64.

Un coeficiente de correlacién basado en
una muestra de tamafio 27 resulto ser 0.40.
¢Se puede concluir que ¢l coeficiente de co-
rrelacion de la poblacion correspondiente,
al nivel de significacion (a) 0.05 y () 0.01,
difiere de cero?

Tabla 14.22

Precio de cinc |Indice de precios
Afio | (centavos por al consumo
libra) (1967 = 100)
1978 310 195.4
1979 373 2174
1980 374 246.8
1981 44.6 2724
1982 38.5 289.1
1983 414 084
1984 48.6 3111
1985 40.3 3222

Fuente: U.S. Bureau of Labor Statistics and Bu-
reau of Mines.

Tabla 14.23

: Temperatura Precipitacion
s CF) (in)
1975 78.1 6.23
1976 71.8 3.64
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Tabla 14.23. (Continuacion)

5 ratura Precipitacion
Afio Tem;{)f:FJ eu{pi):]t)ci
1977 75.6 342
1978 72.7 2.84
1979 753 1.83
1980 73.6 2.82
1981 75.1 4.04
1982 75.3 2.56
1983 73.8 1.18
1984 70.4 4.19

14.65. Un coeficiente de correlacion basado en

14.66.

14.67.

14.68.

14.69.

una muestra de tamafio 35 ha dado 0.50. Al
nivel de significacion 0.05, ;podemos recha-
zar la hipdtesis de que el coeficiente de co-
rrelacion de la poblacion es () tan pequesio
como (.30 y (b) tan grande como 0.70?

Hallar los limites de confianza (¢) 95% y (h)
99% para un coeficiente de correlacion que
se ha calculado como 0.60 a partir de una
muestra de tamano 28.

Resolver el Problema 14.66 con una mues-
tra de tamarno 52.

Hallar los limites de confianza 95% para el
coeficiente de correlacion calculado en («) el
Problema 14.46 y (h) ¢l Problema 14.58,

Dos coeficientes de cuirelacion obtenidos
de muestras de tamafios 23 y 28 resultan ser
0.80 y 0.95 respectivamente. ;Podemos con-
cluir a nivel de significacion (a) 0.05 y (b)
0.01 que hay una diferencia significativa en-
tre ellos?

TEORIA MUESTRAL DE
LA REGRESION

14.70.

Con una muestra de tamano 27 se ha en-
contrado una ecuacion de regresion de ¥
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14.71.

14.72.

ESTADISTICA

sobre X dada por ¥ = 250 + 2.00X. Si
e =l = 300 vk i= 70
hallar los limites de confianza (a) 95% y
() 99% para el coeficiente de regresion.

En el Problema 14.70, contrastar la hipo-
tesis de que el cocficiente de regresion de la
poblacion al nivel de significacion 0.01 es
(a) tan bajo como 1.70 y (#) tan alto co-
mo 2.20.

En el Problema 14.70, hallar los limites de

14,73,

14.74.

confianza (a) 95% y (h) 99% para Y cuande
X = 6.00.

En el Problema 14.70, hallar los limites
confianza (a) 95% y (b) 99% para la me
de todos los valores de ¥ correspondien
aX = 6.00

Con referencia al Problema 14.46, hallar los
limites de confianza del 95% para (a) el
coeficiente de regresion de ¥ sobre X, (b) las
presiones sanguineas de las mujeres de 45
afios y (¢) la media de las presiones sangui-
neas de las mujeres de 45 anos.



CAPITULO 1 5

Correlacion multiple y parcial

CORRELACION MULTIPLE

El grado de correlacion existente entre tres o mas variables se llama correlacion multiple. Los
principios fundamentales implicados en los problemas de correlacion miultiple son analogos a los de
la correlacion simple, tratados en el Capitulo 14.

NOTACION DE SUBINDICES

Para permitir generalizaciones a nimeros grandes de variables, conviene adoptar una notacion de
subindices.

Denotaremos por X, X, X;, ... las variables bajo consideracion. Entonces denotaremos por
Xy1: X132, X3, ... los valores que toma la variable X, y X,,, X,,, X,3, ... los que toma la variable X,
etcétera. Con esta notacion, una suma tal como X,; + X,5 + X5 + - + X, se escribird T
X35, 3 X,; 0 simplemente b0 ) Ct_l&ﬁil\ﬁ no haya ambigiiedad, usaremos la tltima notacion. En
tal caso, la media de X, se escribe X, = ) X,/N.

ECUACIONES DE REGRESION Y PLANOS DE REGRESION

Una ecuacion de regresion es una ecuacion para estimar una variable dependiente, digamos X,.
a partir de las variables independientes X,, X5, ... y se llama una ecuacion de regresion de X,
sobre X, X3, ... En notacion funcional eso se escribe a veces brevemente como X, = F(X,. X, ...)
(léase «X, es una funcién de X,, X;, etc»). .

Para el caso de tres variables. la ecuacion de regresion mas simple de X, sobre X, y X, tiene
la forma .

K = byas +biasX; + by, X, (1)

donde b, 55 by, 3. ¥ by3,5 son constantes. Si mantenemos X5 constante en la ecuacion (1), el grafico
de X, versus X, es una recta con pendiente b, ;. Si mantenemos constante X,, el grafico de X,
versus X, es una recta con pendiente b, ;. Es claro que los subindices tras el punto indican las
variables que se mantienen coustantes en cada caso,

Debido al hecho de que X, varia parcialmente a causa de la variacion en X, y parcialmente a

357
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causa de la de X;, se llama a by, , y b5, los coeficientes de regresion parcial de X, sobre }
dejando X5 constante, y de X, sobre X; dejando X, constante, respectivamente.

La ecuacion (1) se llama una ecuacion de regresion lineal de X, sobre X, y X5. En un sist
rectangular tridimensional de coordenadas representa un plano llamado plano de regresion y &
generalizacion de la rscta de regresion en dos variables, tal como se considerd en ¢l Capitulo 1

ECUACIONES NORMALES PARA EL PLANO DE REGRESION
DE MINIMOS CUADRADOS

Asi como existen rectas de regresion de minimos cuadrados que aproximan un conjunto de
puntos dato (X, ¥) en un diagrama de dispersion, existen también planos de regresion de minimes
cuadrados que ajustan un conjunto de N puntos dato (X,. X,, X;) en un diagrama de dispersion
tridimensional. y

El plano de regresion de minimos cuadrados de X, sobre X, y X, tiene ecuacion (1) donde b, 52
bi53 ¥ b3, se determinan resolviendo simultaneamente las ecuaciones normales

Z Xl = 1{’1.23N I b|2.3 Z Xz o+ b13.2 Z X,
ZX1X2 = b33 ) X, +b12.3ZX32 + by Y X, X, (2)
Z X1 X5 = bias ) Xy + bias ) XoXs + bys sy Z X3

Estas pueden obtenerse formalmente multiplicando ambos ladoes de la ecuacion (1) por 1, X, y X,
sucesivamente y sumando en ambos lados.
A menos que se especifique lo contrario, siempre que nos refiramos a una ecuacion de regresion
se supondra que se habla de la ecuacion de regresion de minimaog cuadrados,
S =R X =X YR, =X X ecuacion de regresion de X, sobre X, y
X, pueden escribirse mas sencillamente como

Xy = bigaxy + byyaxy (3)

donde by, 3 ¥ b5 se obtienen resolviendo simultaineamente las ecuaciones

Z XXy = biys Z X5 Fobiss Y XX;

(4)
Soikida = Bay L XXy + bysn Y x3

Estas ecuaciones que son equivalentes a las ecuaciones normales (2) se pueden obtener formalmente
multiplicando (3) por x, y x; sucesivamente y sumando (véase Prob. 15.8).

PLANOS DE REGRESION Y COEFICIENTES DE CORRELACION
Si los coeficientes de correlacion entre variables X, v X,, X, ¥y X5y X, y X,.tal como se calculaban

en el Capitulo 14, se denotan respectivamente por r,,, ri3 ¥ rz; (lamados a veces coeficientes de
correlacion de orden cero), entonces el plano de regresion de minimos cuadrados tiene la ecuacion

X Fyz = Fy3faz) -, Fiz = Fiafas) %,
e ) B (R - (5
£ 1 — r5; 8y 1 — r3 83
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dondex, = X — X,,x, = X, — X, yx; = X5 — X, ydondes,, s, y s, son la desviacion tipica de
X,, X, y X, respectivamente (véase Prob. 15.9),

Notese que si la variable X; no existiese y si X; = Y y X, = X, entonces la ecuacion (5) se
reduce a la ecuacion (25) del Capitulo 14.

ERROR TIPICO DE ESTIMACION

Por una generalizacion obvia de la ecuacion 8 del Capitulo 14, podemos defimir el error tipico de
estimacion de X, sobre X, y X5 como

NPT ,
o ( 1 = {1 ) (6)

donde X, ., indica los valores estimados de X, tal como se calculan mediante las ecuaciones de
regresion (1) o (5).

En términos de los coeficientes de correlacion ¢, r,3 ¥ a3 €l error tipico de estimacion se
puede calcular también a partir del resultado

2 2 2 :
x I — riy — i3 = rj3 + 2ry riarss 7
Sy oar =8 T 3 (7)
\}g — Fa3
La interpretacion muestral del error tipico de estimacion para dos variables, vista en la pagi-

na 324 para el caso en que N es grande, puede extenderse a tres dimensiones sustituyendo las rectas
paralelas a la de regresion por planos paralelos al plano de regresion. Una estimacién mejor del

error tipico de estimacion de la poblacion viene dada por §, 5,3 = /N[N — 3)s, 55

COEFICIENTE DE CORRELACION MULTIPLE

El coeficiente de correlacién midtiple se define por extension de la ecuacion (12) o (14) del Capi-
tulo 14, En el caso de dos variables independientes, por ejemplo, el coeficiente de correlacion

multiple viene dado por
53 23
Ry, = I aE (8)
.S'I

donde s, es la desviacion tipica de X, y s, ,, viene dado por la ecuacion (6) o (7). La cantidad R?,,
se llama coeficiente de determinacion multiple.

Cuando se usa una ecuacion de regresion lineal, el coeficiente de correlacion multiple se llama
coeficiente de correlacion multiple lineal. Salvo que se especifique lo contrario, siempre que nos
refiramos a correlacion multiple querremos decir correlacion multiple lineal.

En términos de 7,5, ;3 ¥ £, la ecuacion (8) se puede expresar

R \/"%1 S "%3 - 2r 5F 1323 (9)

T
1 =iy
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Un coeficiente de correlacion multiple, tal como R, 55, esta entre 0 y 1. Cuanto mas cerca de 1,
mas precisa es la relacion lineal entre las variables. Cuanto mas cerca de 0, peor es la relacion lineal:
Si el coeficiente de correlacion maltiple es 1, la correlacion se dice perfecra. Aunque un coeficiente
de correlacion igual a 0 indica que no hay relacion lineal entre las variables, puede haber una
relacion no lineal.

CAMBIO DE VARIABLE DEPENDIENTE

Los resultados anteriores son validos cuando se considera a X; como variable dependiente. Sin
embargo, si queremos considerar a X (por ejemplo) como la variable dependiente en vez de X,
solo tendriamos que reemplazar los subindices | por 3 y 3 por 1 en las férmulas ya obtenidas. Por
ejemplo, la ecuacion de regresion de X5 sobre X, y X, seria

X3 Yoz — Fiafi2 ) X2 P13 — Faalfia\ X
Tl w Tt e o (T aahg ) (10)
53 I =gy 55 Ao — 54

que se deduce de (5) haciendo uso de ry; = rys, r3y, = Fi3 ¥ Fay = 7y

GENERALIZACIONES A MAS DE TRES VARIABLES

Estas se obtienen por analogia con los resultados precedentes. Asi, las ecuaciones de regresion
lineales de X, sobre X,, X5 y X, pueden escribirse

Xi = brasa + braaaXs + bi354X5 + biassX, (11)

y representan un hiperplane en el espacio de cuatro dimensiones. Multiplicando ambos miembros de
(11) por 1, X,, X5 y X, sucesivamente y sumando, se llega a las ecuaciones normales para
determinar by 534, by5.34: P13.34 ¥ D14.23; sustituyendo estas en la ecuacion (11) nos da la ecuacién de
regresion de minimos cuadrados de X, sobre X,, X, y X,. Esta ecuacion de regresion de minimos
cuadrados se puede escribir de modo similar a la (5). (Véase Prob. 15.41.)

CORRELACION PARCIAL

A menudo es importante medir la correlacion entre una variable dependiente y una variable
independiente particular, cuando todas las demas variables se suprimen (indicado con frecuencia
con la frase «quedando iguales las restantes»). Esto se consigue definiendo un coeficiente de
correlacion parcial, como en la ecuacion (12) del Capitulo 14, excepto que hemos de considerar la
variacién explicada y la variacién inexplicada que aparecen tanto con como sin la variable
independiente particular,

Si denotamos por r,, 5 el coeficiente de correlacién parcial entre X, y X, manteniendo X,

constante encontramos que

Fiz — Fiafa;s (12)
S — =23

T e
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De la misma manera, si r;; 54 €8 el coeficiente de correlacion parcial entre X, y X, manteniendo X,
y X, constante, entonces

L e el el S Fiz.a = Niasf2as (13)

e e e R

iz s =

Estos resultados son utiles porque por su mediacion cualquier coeficiente de correlacion parcial se
puede hacer depender en tltima instancia de los cocficientes de correlacion r;,, r,3, etc. (o sea, los
coeficientes de correlacion de orden cero).

En el caso de dos variables X e Y, si las dos rectas de regresion tienen ecuaciones ¥ = gp + a X
y X = b, + b, Y, hemos visto que #* = a;b, (véase Prob. 14.22). Este resultado admite generali-
zacion. Asi, si

X, = byasa + b1a3aXs + biysaXs + braasXy (14)
Xy = baizs + bapa3Xy + bay3Xs + bys 04 (15)

son ecuaciones de regresion lineales de X, sobre X,, X, y X, v de X, sobre X, X; y X,,
respectivamente, entonces

2 S
NMa.23 = bra23barss (16)

(véase Prob. 15.18). Esto se puede adoptar como punto de partida para una definicion de los coe-
ficientes de correlacion parcial lineales.

RELACIONES ENTRE COEFICIENTES DE CORRELACION

PARCIAL Y MULTIPLE

Hay interesantes resultados que conectan los coeficientes de correlacion multiple. Como ejemplo,

o= Rlz.zs = (L= *'%z}(l = "%3.2:' . (17)
1= R‘:!_z_m =i "%3}” i -"123.2)“ = -"‘E4.2_\} (18)

Es facil generalizar estos resultados.

REGRESION MULTIPLE NO LINEAL

Los resultados anteriores para regresion miltiple lineal se pueden extender a la regresion multiple
no lineal. Se pueden definir coeficientes de correlacion parcial y multiple por métodos similares a
los ya vistos.

s
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ECUACION DE REGRESION EN TRES VARIABLES
15.1.

15.2.

15.3.

Usando notacion de subindices adecuada, escribir la ecuacion de regresion de (@) X, sobre X, y
Xy (h) X; sobre X\, X, v X, y (¢) X5 sobre X, X, X3 v X,.
Solucion

(@) X, = bz.m + lI-E3'21,3X1 + 3344
(B) X5 = b3 aa + baioaXy + by aXs + bag 2 Xa
() Xs = bsa3a + b5 Xy + bsyysuds + bsy 20Xy + bsyya3X,

Escribir las ecuaciones normales correspondientes a la ecuacion de regresion (o) Xy = by, +
+ b3 X + by Xo Y (D) Xy = by gsa + bipsaXs 4 bisaaXy + biaaaXe
Solucién

(@) Multiplicar la ecuacion sucesivamente por 1, X, y X5, y sumar en ambos lados. Las ecuaciones
normales son

ZXJ = by ;N + bil.szl + b3z zXz
ZX|X3=b3_122X| +63I.ZZX¥ +532_|ZX|X2
Z XaoX5 = b3y Z Xy + by, Z XXy + bssy Z X3

() Multiplicar la ecuacion sucesivamente por 1, X,, X, y X,, y sumar en ambos lados. Las ecuacio-
nes normales son

Y X = BiasaN + bi123a )Xo+ bhisaa ) Xz A biaas ) X
Y XX, = bigaa Y X 4 b10aa Y XE o braaa ) XoXs + biass Y XoX,
NOX ke S X+ biasa Y XoXs + bisaa . Ea U A N ¢
XKy =gy Xa + bigaey XXy + 30 Y XXy + 0153 ¥ X2
Notese que esto no es una demostracion de las ecuaciones normales, sino sélo un medio de

acordarse de ellas.
El nimero de ecuaciones normales es igual al namero de constantes desconocidas.

La Tabla 15.1 da los pesos X, redondeados en libras (1b), las alturas X, redondeadas en pulgadas (in).
y las edades X, redondeadas en afios, de nifos.

() Hallar la ecuacion de regresion de minimos cuadrados de X, sobre X, v X;.
(b} Determinar los valores estimados de X, a partir de los valores dados de X, y X;.
(c) Estimar el peso de un nifio de 9 afios que mide 34 in.

Tabla 15.1
Peso (X)) 64 71 553 67 ! 55 58 77 57 56 51 76 68
Altura (X,) 57 59 49 62 51 50 55 48 52 42 61 57

Edad (X;) 8 10 6 11 8 7 10 9 10 6 12 9
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Solucién
(@) La ecuacion de regresion lincal de X, sobre X, y X, puede expresarse
Xy = byas + biasXy + byanXs
Las ecuaciones normales de la ecuacion de regresion de minimos cuadrados son

in = by 3N + biza z X, + bIS.ZZ X3
ZXIXE = b'l.l]!le + bu.aZXf 3E bl.3.2ZX.2X3 (19)
E X X5 = by p X + bigs Y XoXs + byas 3 X:

El camino a seguir se indica en la Tabla 15.2. (Aunque la columna encabezada por X} no se
necesita ahora, se ha anadido para referencia posterior.)

Tabla 15.2

x o & X, X X2 Xz X. X X\ X, X X5
64 57 8 4096 3249 64 3648 512 456
71 59 10 5041 3481 100 4189 710 590
53 49 6 2809 2401 36 2597 318 294
67 62 1 4489 3844 121 4154 737 682
55 51 8 3025 2601 64 2805 440 408
58 50 7 3364 2500 49 2900 406 350
77 55 10 5929 3025 100 4235 770 550
57 48 9 3249 2304 gl 2736 513 432
56 52 10 3136 2704 100 2912 560 520
51 42 6 2601 1764 36 2142 306 252
76 61 12 5776 3721 144 4636 912 732
68 57 9 4624 3249 81 3876 612 513

Tx | ¥x (Pn | e | e | 328 | Lk [(TEE | Sk

—753 | =643 | =106 | =48139 | =34843 | =976 | =40,830 | =679 | = 5779

Usando la Tabla 15.2, las ecuaciones normales (19) pasan a ser

126,55 + 643Bi,5 + 106655 = 753
643b, ,4 + 34,843b,, , + 5.779h,,, = 40.830 (20)
106b, 53 + 577954 + 9765, = 6,796

Resolviendo, b, ,; = 3.6512, 6,53 = 08546 y b5, = 1.5063, y la ecuacion de regresion pedida
serad

X, =3.6512 + 0.8546X, + 1.5063X;  osea X, =3.65+0855X,+ 1.506 Xy (21)

Para otro método, que evita resolver ccuaciones simultaneas, véase el Problema 15.6.
(h) Usando la ecuacion de ‘regrcsic’m (21), obtenemos los valores estimados de Xy, denctados por
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X1 es> SUstituyendo los valores correspondientes de X, y X,. Por gjemplo, sustituyendo X, = 57
y X5 = 8cn (21), vemos que X, ., = 64414,

Los otros valores estimados de X, se obtienen del mismo modo. Se recogen en la Tabla 15.3
junto con los valores muestrales de X,.

(¢) Poniendo X; = 54 y X; = 9 en la ecuacion (21), el peso estimado es X ea = 63.356, es decir,
unas 63 Ib.

Tabla 15.3

Xica [64.414 69.136 54.564 73.206 59.286 56.925 65.717 58.229 63.153 48.582 73.857 65.920

X 64 71 53 67 55 58 77 57 56 51 76 68

154. Calcular las derivaciones estandar (a) s, (b) 5, ¥ (¢) sy para los datos del Problema 15.3.

Solucién

{¢) La cantidad s, es la desviacion tipica de la variable X,. Entonces, usando la Tabla 15.2 del
Problema 15.3(a) y los métodos del Capitulo 4, se ve que

Y X2 X\ 48,139 /7532
T D S e B - |—] = 86 :
\/ v N B B 8.6035 0 sea 8.61b

X2 % 34,343 6432 :
(h) ¥y = —~N—2 = (;N 3) \/_“12_ — (_I}.‘_ = 56930 osea 57in

X3 (E X5\ 976 | (106%* .
53 = s L g W 5 pple 0 1 = 1. et .
(c) 55 N N ) \/12 5] 8181 0 sea 1.8 afos

15.5. Calcular (a) r . (B) ri5 y (¢) ry5 para los datos del Problema 15.3.

Solucion

[a) La cantidad r,, es el coeficiente de correlacion lineal entre las variables X, y X,, ignorando la
variable X,. Entonces, usando los métodos del Capitulo 14, se tiene

NY XX — XX)E X)) ¥

JNTE -3 x,) VY X3 - %Y
(12)(40.830) — (753)(643)

 JI12)@8.139) — (75312][(12)(34.843) — (643)°]

Frz. =

= (.8196 0 sea 0.82

(h) y(c) Usando las formulas correspondientes, se obtiene riz = 0.7698, 0 sea 0.77 y ry; = 0.7984.
6 0.80.

15.6. Resolver el Problema 15.3(a) usando la ecuacion (3) y los resultados de los Problemas 15.4 y 15.5,




15.7.

15.8.
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Solucion

La ecuacion de regresion de X, sobre X, y X; es, multiplicando cada miembro de la ecuacion (5)

por 5.
e < S 5
X, = 127123__2_3 1 x5 4 137;223 S e 22)
1= r5s S5 1 — r3y 53

donde x, = X, — ¥, x, =X, — X,y vy = Xy — ¥, Usando los resultados de los Problemas 15.4
y 15.5, la (22) se convierte en

x, = 0.8546x, + 1.5063x,

= X753 $ X -
Come X, = wa = o 62750 X, = ZN = 53583 y X, = 8833

(por la Tabla 15.2 del Prob. 15.3), la requerida ecuacion se puede expresar
X, — 62750 = 0.8546(X, — 53.583) + 1.306(X, — 8.833)
que coincide con el resultado del Problema 15.3(a).
Para los datos del Problema 15.3, determinar () el crecimiento promedio en peso por pulgada de
crecimiento en altura, para nifios de la misma edad y (b) el crecimiento promedio en peso por afio,

para ninos de la misma altura.

Solucion

De la ecuacion de regresion obtenida en el Problema 15.3(a) o en el 15.6 vemos que la respuesta
a (g) es 0.8546, o sea unas 0.9 1b, y la de (h) es 1.5063 Ib, o sea unas 1.5 1b,

Probar que-las ecuaciones (3) y (4) de este capitulo se siguen de las ecuaciones (1) y (2).

Solucion

De la primlcra de las ecuaciones (2), dividiendo ambos lados por N, sc ticne
X, = bins + bpaXiik bk, (23)
Restando (23) de (1) vemos que
X — X, = b0 — X)) + byl — X))
o Xy = Baady + BiaaXs (24)

gue no es sino la ecuacion (3).

Sean X, = x; + X, X; = x; + X, y X5 = x5 + X5 en la segunda y tercera ecuaciones (2),
Entonces, tras algunas manipulaciones algebraicas, usando los resultados Z = Z Ko Z %y =il
pasan a ser

Z X Xp=byps 3 X3 0132 Y Xt NXG[h 53 +0,55K,+b5,X— X, ] (25)

Z X X3=b5; Z X3X3+hy3a z X3 ENEh it hs 3 B+ h 3, X — X ] (26)
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que se reducen a (4) pues las cantidades entre corchetes de la derecha en las ecuaciones (25) y (26)
son cero debido a la ecuacion (1).

Otro método

Véase Problema 15.30.

15.9. Establecer la ecuacion (3), que copiamos aqui:
X r — Fyal X r — Fyaf X
_I = 12 =3 12_1 23 _Z + ﬂ, 122 23 _3 {5)
5, 1 — r3, 5 1 — r3; 5y

Solucion
i

De las ecuaciones (25) y (26)

bi23 Z gosy byss Y. iXaxy = Z X%z (27)
b12.3,_z -‘72-"; + bi3z Z X = Z XX

; 2 X3

Como s = % y 2= %
Y x} = Ns3y) xj = Ns3. Puesto que

T D XXy - Z Yo X3

BT 9 Nes

T Xpx3 = Nsysiry;. Analogamente, Y x,x;, = Noysyrp ¥ 3 XiX5 = Nsysargs
Sustituyendo en (27) y simplificando, hallamos

bi2.15; + B3 383Fia = 56 (28)
byyasaray + B13a8s = §7Fqa

Resolviendo simultaneamente, tenemos

b N (rlz ¥ "13"23)(51) y 5 == ("13 — Ti2faa (51)
133 Sl 2 o 130 T b= — MRS
I — 133 52 L —r3s JAss

que sustituidas en la ecuacion x, = by, ;x; + b,3,x; [ecuacion (24)] y dividiendo por s,, dan el
resultado anunciado,

ERROR TIPICO DE ESTIMACION

15.10. Calcular el error tipico de estimacidon de X; sobre X, y X, para los datos del Problema 15.3.

Solucién
De la Tabla 15.3 del Problema 15.3(h) vemos que-

= 46447 osea 4.61b

=X, (64 — 64.414) + (71 — 69.136)% + - + (68 — 65.920)?
R N 7 12
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El error tipico de estimacion de la poblacion se estima como §, ;3 = /NN = -3_}5',_35 = 531b
en este caso.

Deducir el resultado del Problema 15.10. usando

2 2 2 )
L 1 — ri; — ris — ray + 2rpariara;
S1.23 = 5y 7]
I — r3;

Solucion

Por los Problemas 15.4(a) y 15.5 tenemos

=461b

1 — (0.8196)> — (0.7698)> — (0.7984)> + 2(0.8196)(0.7698)(0.7984)
5,23 = 8.6035
1 — (0.7984)

Natese que con el método de este problema el error tipico de estimaciéon se puede encontrar sin
recurrir a la ecuacion de regresion.

COEFICIENTE DE CORRELACION MULTIPLE

15.12.

15.13.

Calcular el coeficiente de correlacion multiple lineal de X, sobre X, y X, para los datos del Problema
15.3.

Solucién

Primer método

De los resultados de los Problemas 15.4{¢) y 15.10 tenemos
3 7
51 53 (4.6447)
R = [] — == = l — —— = 0.8418
% \[ 3 \/ (8.6035)

De los resultados del Problema 15.5 tenemos

R .. [Aatrh=2roran, 081697 + (07698 — A08196)(0.7698)01984) _ o oo
lgs= = =4 1 — (0.7984) o

Segundo método

Obsérvese que el coeficiente de correlacion maltiple, R, ;;, es mayor que cualquiera de los
coeficientes ry, 0 ry, (véase Prob. 15.5). Esto ocurre siempre y era de esperar, de hecho, ya que
teniendo en cuenta variables independientes relevantes adicionales llegariamos a una relacion mas
exacta entre las variables.

Calcular el coeficiente de determinacion maltiple de X, sobre X, y X, para los datos del Pro-
blema 15.3.

Solucién

El coeficiente de determinacion multiple de X, sobre X, y X; es

R?,; = (0.8418)% = 0.7086
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15.14.

15.15.

15.16.

ESTADISTICA

usando el Problema 15.12. Asi pues, alrededor del 71% de la variacion total de X es explicada por
la ecuacion de regresion.

Para los datos del Problema 15.3, calcular (a) R, 5 ¥ (h) Ry, y comparar sus valores con el valor
de R, 23

Solucién
2 2 2 1 2
iy —2roraray  [(0.8196)7 +(0.7984)2 — 2(0.8196)(0.7698)(0.7984)
L 23 L =0.8606
(@) R;qs \/ =7 \/ 1=(0.7698)2 0.860
=X 2 w2 2
P21l —2rariaray  [(0.7698)% +(0.7984)2 — 2(0.8196)(0.7698)(0.7984)
RSN ALE R e = . =0.8234
() Ryiz f 12542 \/ 1—(0.8196) 0

Este problema ilustra el hecho de que, en general, R; 13, Ry ; ¥ Ry 53 no son necesariamente
iguales, como se ve comparando con ¢l Problema 15.12.

Si R, ;3 = |, probar que (@} Ry 3 = 1y (h) Ry s = L
Soluciéon
12y + 1y — 2riaraof
R1|23 —= \/12 13 - T2V 1323 (29}
1 — 13,
2 2
riz + 133 — 2riafiara
¥ Ry =\/ 1 3 5 (30)
— i3
(a) En la ecuacion (29), poniendo R, ,; = 1 y elevando al cuadrado ambos lados, Fia ok Hig—
— 2r,5r37a5 = 1 — r3;. Entonces
ris + 2y = 2roeisr
iy + 13 = 2rppraray = 1 — ri; 0 sea = = = RS =

1 — ris
Esto es, R,y = | osea R,,; = |, ya que el coeficiente de correlacion multiple se considera

no negativo.
(h) Rs,, = 1 sesigue de la parte (a) intercambiando los subindices 2y 3 en el resultado R, ;5 = 1.

Si R, ;5 = 0, jse deduce necesariamente que R; ;5 = 07

Solucion

De la ecuacion (29), R, ,; = 0si y solo si
2 2
riz + ria — 2rsrar; = 0 0 sca 2riah 3ty = rip + 113

Entonces, de la ecuacion (30) tenemos

2 2 2 2 T )

R _ors by —(ry + Fs) . s = His
Bt T =

="l 1 —ris

que no cs necesariamente cero.
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CORRELACION PARCIAL

15.17.

15.18.

15.19.

Para los datos del Problema 15.3. calcular los coeficientes de correlacion parcial lineal (a) ry, 4.
(B) 7132 ¥ (€) Faze

Solucion

- iz — Frafaa : = iy = Syl 4
’;)_‘1 - — = R S e e e e e "75_; =

Fay — FyaFfyj

A= W — ) /T T £ S = 25 — %)

Para los resultados del Problema 15.5 sabemos que ;5 ; = 0.5334, r,5, = 03346 y r,,, = 0.4380.
Se sigue que para nifos de la misma cdad, el coeficiente de correlacion entre peso y edad es 0.53: para
nifios. del mismo peso, ¢l coeficiente de correlacion entre peso y edad es solo 0.33. Como estos

resultados se basan en una muestra pequeiia de sélo 12 nifos, no son. claro esta, tan fiables como
los que se obtendrian con una muestra grande.

SIX) = by 53 + b3 Xy + b3 Xy y Xy = byyn + gy X5 + by 2X, son lu ecuacion de regresion
de X, sobre X, y X; y de X; sobre X, y X,. respectivamente, probar Gle#2, 3= higshyy &

Solucion

La ccuacion de regresion de X, sobre X, y X, se puede escribir [véase ecuacion (5) de este

capitulo]
o X 2 i Ty [ s Sy 31
1 — r3; §; = 83 . .

La ecuacion de regresion de X, sobre X, y X, se puede escribir [véase ecuacion (10)]

= Pl N 3 P = Foak o N5 s
X, T, = ( o= —)(—)w o (f)(—){v T

De (31) y (32) los coeficientes de X5 y X, son, respectivamente,

/ _ (i3 = Fuafas S ; / S e e i R )
3.2 T B L e ¥ I == S s
=33 53 — Fiz 5

(riy — riaras) 3
Bl e = = =
13.2031.2 0 — 2l — 7l 2

Luego

Sir,; = 0. demostrar que
== e =%
(@) riza = —— (B) #334 = a3 3
Se 1=

Solucion

S tiahi =
V= 7 = g

Si i i

tenemos ry, = Fy3laa
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Fia =12l Fiy—(rysras)ia; ria(l —ri;) 2 1 _“'}_\
(@) ri3a =_)_._,_ﬁ oA T
V=l =r33) =) =133 S =ri)(1 = 1) e

(#) Intercambiar los subindices | y 2 en el resultado de la parte ().

CORRELACION MULTIPLE Y PARCIAL EN CUATRO O MAS VARIABLES

15.20. Un examen de ingreso en cierta universidad consistia de tres partes; matematicas, inglés y cultura
general. Para analizar la capacidad del examen a la hora de predecir el rendimiento en un curso de
estadistica. se estudiaron los datos de 200 estudiantes. Llamando

nota en estadistica X; = nota en inglés
nota en matematicas X, = nota en cultura general

X,
X,

se han obtenido los siguientes resultados:
X, =175 vio= 10 24 iy =
Xo= 15 s3 =13 i = 36 Ng =
ria = 0.90 ry; = 0.75 r, = 080 ray = 0.70 rag = 0.70 ria = 0.85

S|
te
]

o~

Hallar la ecuacion de regresion de minimos cuadrados de X, sobre X,. X,y X,.

Solucion

Generalizando el resultade del Problema 15.8, podemos escribir la ecuacion de regresion de
minimos cuadrados de X, sobre X,, X; vy X, en la forma

Xy = byaga¥s + braaats + blaay (33)
donde b, 34, 01324 ¥ 1453 pueden obtenerse de las ecuaciones normales

X XX = bygay z -"% + by32a z XaX3 4+ biyas Z XXy
Do XiXy = biaaa 2 XXy + Brane 3 X5 4 biggs Y Xa¥y (34)
Z Xpxy = by Z X3Xy + brgag Z XNy + hiyas Z xi

yidonde v, =X, — X6 =& =X b = X = Ny, =X, — X
De los datos, deducimos

Y x3 = Nsj=5000 Y xx;, = Nsisarp; = 9000 Y xpxy = Niysary; = 2100
2 x5 = Nsi= 1800 ) xx; = Nsysyriy = 4500 Y x,x, = Nis,sury, = 4200
23 = Nsi=7200 ¥ xx, = Nsysgryg = 9600 Y xyx, = Nsgsyry, = 3060

Poniendo esos resultados en las ecuaciones (34), obtenemos
byaas = 13333 b13.24 = 0.0000 bissy = 0.5556 (35)
que, al ser sustituidos en (33), dan la ecuacién de regresion pedida

X, = 1.3333x, + 0.0000x; + 0.5556x,
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15.22.
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o sea X, — 75 = 13333(X, — 24) + 0.5556(X, — 27) (36)
es decir X, = 229999 + 1.3333X, + 0.5556X,

Una solucién exacta de las ecuaciones (34) da b330 = 5 Praze = 0¥ byyys = 3, asi que la
ecuacion de regresion se puede también escribir como

X, =123 + 31X, +8X, (37)

Es interesante observar que la ecuacion de regresion no involucra la nota de inglés X,. Ello no
quiere decir que el conocimiento del inglés no tenga peso en el rendimiento en estadistica. Mas bien,
significa que la necesidad del inglés, en lo que concierne a la prediccion del rendimiento en estadistica,
queda ampliamente reflejada en las notas de las restantes materias.

Dos estudiantes obtuvieron en el examen del Problema 15.20 notas respectivas de (a) 30 en matema-
ticas, 18 en inglés y 32 en cultura general y (b) 18 en matematicas, 20 en inglés y 36 en cultura general.
(Cual seria la prediccion para sus notas en estadistica?

Solucién

(a) Sustituyendo X, = 30, X; = 18 y X, = 32 en (37), la prediccion de la nota en estadistica es
X, = 8.
(h) Procediendo como en la parte (@) con X, = 8, X, = 20y X, = 36, vemos que X, = 67.

Para los datos del Problema 15.20, hallar los coeficientes de correlacion parcial (a) #3534, (B) 71324
YA€) gz

Solucifn

(@) y (b)

Fia—T1alaa Fiza—71al3a F23—F2al34

Flag=—m——— " s —————— Fazpg=—————
T Mimaga—ry Y fi-rai-r) JSA=r2 )1 —r2,)

Sustituyendo los valores del Problema 1520, obtenemos r;,, = 0.7935, r,5, = 02215 y
ry34 = 0.2791. Luego

Fraa—Tiaalas 134 F124%234
P 12 - 13.4 2324 —0.7814 y b ol 1342 i : —0.0000
\/{1_r13.4)(]—"23,4] VIl =ria (1 —ris,)
(c)
Fia—Fi13las Fia—"1alas Faga —F33734

r e —— Flogy=———————— s
ey ==t Y —rii =13,

Sustituyendo los valores del Problema 15.20, obtenemos r;, 3 = 04664, r5, = 0.7939 y
r34.3 = 0.2791. Por tanto

Fiaa—T123%243 — 04193

1=}, )0 =13 5)

Fi4.23
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15.23.

15.24.

15.25.
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Interpretar los coeficientes de correlacion parcial (@) 715 4, () 1340 (€) Pyoaa (d) Fras Y (€) Flaaa

Solucion

(a) riy4 = 0.7935 representa el coeficiente de correlacion (lineal) entre las notas de estadistica y
matematicas para estudiantes con iguales notas en cultura general. Al obtener este coeficiente.
las notas en inglés (asi como otros factores que no se han tenido cn cuenta) no se consideran.

como lo evidencia el hecho de que cl subindice 3 se ha omitido.

(h) ri34 = 0.2215 representa cl coeficiente de correlacion entre las notas de estadistica e inglés para
estudiantes con la misma nota en cultura general. Ahora, las notas en matematicas no se han

considerado.

(¢} ri234 = 0.7814 representada el coeficiente de correlacion entre las notas de estadistica y matema-

ticas para estudiantes con la misma nota en inglés y en cultura general.

(d) ria3 = 0.4664 representa el coeficiente de correlacion entre las notas de estadistica y cultura

general para estudiantes con la misma nota en inglés.

{e) risa; = 04193 representa ¢l coeficiente de correlacion entre las notas de estadistica y cultura

general para estudiantes con iguales notas en matematicas ¢ inglés.

(@) Para los datos del Problema 15.20, mostrar que

Frzaa = Fiaalzas ES Fi2.3 = Miaalfaay

\-';[] — Fraall = #35.) \r’rf'[l = rlaall — ri.3)

(h) Explicar el significado de la igualdad en la parte (a).

Solucion

(@) Ellado izquierdo de (38) se calcula en el Problema 15.22{a). con el resultado 0.7814. Para calcular
el lado derecho, usamos el Problema 15.22(¢); de nuevo, resulta 0.7814. Luego la igualdad es
valida en este caso especial. Se puede demostrar, por métodos algebraicos directos, que la

igualdad es valida en general.

() Ellado izquierdo de (38) es ry; 54, ¥ el lado derecho es r,, 4,. Como ry, 5, es la correlacion entre
X, y X, dejando X, y X, constantes, mientras que ¥, 45 es la correlacion entre X, y X, dejando

X, y X; constantes, salta a la vista por qué es cierta la igualdad.

Para los datos del Problema 15.20, hallar (a) el coeficiente de correlacion multiple R, 55, v () €l error

tipico de estimacton S, ;44

Solucién

(a) ki Rf.z:m = (I — ri )l — A3l — riggs) 0 sea R, 534 = 09310

como r;; = 0.90 por el Problema 15.20, r,, ,; = 0.4193 por ¢l Problema 15.22(c), y
e Pz — ¥rafas = 0.75 — (0.90)(0.70)
JU =)0 — 2y ST = 09072101 — (0.70)]

= 0.3855

i3z

Otro método

Intercambiando los subindices 2 y 4 en la primera ecuacion s¢ deduce
I — Rizas = (1 — rig(1 — ri50)(0 = r{;s4) 0 sed Ry 234 = 09319

donde se ha hecho uso directo de los resultados del Problema 15.22(a).



1 =57 234
(b) Ry 3a= 752 0 s€a
1
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51238 =511/ 1 — RZ 33, = 10/T—(0.9310)> = 3.659

Comparar con la ecuacion (8) de este capitulo,

ECUACION DE REGRESION
EN TRES VARIABLES

15.26.

15.27.

15.28.

15.29.

Usande notacién de subindices adecuada,
escribir las ecuaciones de regresion (a) X,
sobre X, v X, y (b) X, sobre X, X,, X;
¥ Xs.

Escribir las ecuaciones normales correspon-
dientes a la ecuacion de regresion de (a) X,
sobre X; v X; vy (b) X5 sobre X, X,, X;
y X,

[La Tabla 15.4 muestra los valores corres-
pondientes de tres variables: X, X, y X,

{a) Hallar la ecuacion de regresion de mi-
nimos cuadrados de X; sobre X', y X,.
() Estimar X, cuando X, = 10y X, = 6.

Tabla 154

D, 1 R ) I L | e B o R .

x,|16[10] 7] 4] 3| 2

X5 |90 | 72|54 |42(30]12

Un profesor de matematicas desea deter-
minar la relaciéon de las notas del examen
final con las de dos parciales anteriores.
Llamando X,, X, y X; a las notas en ¢l
primer parcial, segundo parcial y examen
final, efectud los siguientes calculos para un
total de 120 estudiantes:

Y.o=68 X—70 K4
5 = 10 s, = 0.80 i =90
Py = 060 73 =070 1y =065

{a) Hallar la ecuacion de regresion de mi-
nimos cuadrados de X; sobre X, y X,.

(b) Estimar las notas finales de dos estu-
diantes cuyas respectivas notas en los
parciales fueron (1) 9 y 7y (2) 4 y 8.

15.30. Resolver el Problema 15.8, enunciado ante-
riormente, escogiendo las variables )X, y X3
tales que Y X, = 3 X;= 0.

ERROR TIPICO DE ESTIMACION

15.31. Para los datos del Problema 15.28, hallar el
error tipico de estimacion de X, sobre X,
¥ Xz‘

15.32. Para los datos del Problema 15.29, hallar el
error tipico de estimacion de (4) X; sobre
X,y X, y(b) X, sobre X, y X,.

COEFICIENTE DE CORRELACION
MULTIPLE

15.33. Para los datos del Problema 15.28, calcular
el coeficiente de correlacion multiple de X,
sobre X, v X,.

15.34. Para los datos del Problema 15.29. calcular
(@) Ry 1p: (B) Ry 53y (€) Ry 43

15.35. (@) Sir,, = Fp3 = Fa3 = r # 1, mostrar
que

(b) Discutir el caso r = 1.

1536. 51 Ry, = 0, probar que lr23| > |r[3[ y
|Fssl = |ry3] & interpretar
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CORRELACION PARCIAL

15.37.

15.38.

15.39.

15.40.

Calcular los coeficientes de correlacion par-
cial lineal (a) #1355, (B) 132 ¥ (€) F354 para
los datos del Problema 15.28 e interpretar
la respuesta.

Rehacer el Problema 15.37 para los datos
dei Problema 15.29.

Sitiz = ris = rzy = v % 1, probar que
Fia.3 = 132 = Fazq = #/(1 + r). Discutir
elcasor = L.

Siry;; = 1, probar que (a) |ry5 2| = 1, ()
lragsl = L(e) Ryss = 1y (d) s25 =0

CORRELACION MULTIPLE Y PARCIAL
EN CUATRO O MAS VARIABLES

15.41.

Probar que la ecuacion de regresion de X,
sobre X, X, y X, puede escribirse

X X X X
== a,(-J-) + az(—z) + aa(—a)
54 8 55 Sy

donde-a,, a, y a, vienen determinados al
resolver simultdneamente las ecuaciones

15.42.

15.43.

15.44.

15.45.

QiFyy + dyryy + G3F 1 = Fhy
@yFay + A3Fpp + daFaz = Fay

itz + Aalzs + dal'zy =

|
[
s

ydondex; = X; — X,r;=1yj=123
¥ 4. Generalizar al caso de mas de cuatr

variables.

Dados X, =20, X,=36, X,=12, ¥,=

s = 10,5 = 20 55 = 15, 5, =6
rip = —020, 53 = 0.40.r55 = 0.50, 1y =
= 040, r5;, = 030 y 15, = —0.10, (a
hallar la ecuacion de regresion de X, sobre
X, Xy y X5 y (b) estimar X, cuando X; =
=15 X, =40y X, = 14.

Hallar (@) r45.23, (B) 7453 ¥ (€) ry34, para
los datos del Problgma 1542 ¢ interpretar
¢l resultado.

Para los datos del Problema 15.42, hallar
(@) Ry123 Y (D) 84423

Un cientifico ha coleccionado datos rela-
tivos a cuatro variables T, U, V' y W. Piensa
que una ecuacion de la forma W = aTPUVZ,
donde a, b, ¢ y d son constantes descono-
cidas, podria ser valida para determinar W
a partir del conocimiento de 7, U y V.
Describir un procedimiento por el cual se
pueda lograr ese objetivo. [Ayuda: Tomar
logaritmos en ambos lados de esa ecuacion.]



CAPITULO 1 6

Analisis de varianza

OBJETIVO DEL ANALISIS DE VARIANZA

En el Capitulo 8 hemos usado la teoria del muestreo para contrastar la significacion de diferencias
entre dos medias muestrales, en el supuesto de que las dos poblaciones de las que se tomaban las
muestras tenian la misma varianza. En muchas situaciones es necesario hacer eso mismo con tres 0
mas medias muestrales, o sea, equivalentemente, contrastar la hipotesis de que todas las medias son
iguales.

EJEMPLO 1. Supongamos que en un experimento agrario, cuatro tratamientos quimicos con abonos
distintos han producido cosechas medias de trigo de 28, 22, 18 y 24 bushels por acre. ;Hay diferencia
significativa en esas medias o la dispersion se debe simplemente al azar?

Problemas como éste se pueden resolver usando una importante técnica conocida como andlisis de
varianza, desarrollada por Fisher. Hace uso de la distribucién F ya considerada en el Capitulo 11.

EXPERIMENTOS DE FACTOR UNICO

En un experimento de un factor, las medidas (u observaciones) se obtienen para a grupos indepen-
dientes de muestras, donde el niimero de medidas en cada grupo es 4. Hablamos de a (ratamientos,
cada uno de los cuales tiene b repeticiones o réplicas. En ¢l Ejemplo 1, « = 4.

Los resultados de un experimento de un factor se pueden presentar en una tabla con « [ilas y b
columnas, como indica la Tabla 16.1. Aqui X denota la medida en la j-ésima fila y en la k-ésima
columna, donde j = 1, 2,..,a ydonde k = 1, 2, ..., b. Por ejemplo, X5 se refiere a la quinta medida
para ¢l tercer tratamiento.

Tabla 16.1
_| o
Tratamiento 1 My e A Xy
Tratamiento 2 Koy Koy ioos Xy ¥
Tratamiento a Koty Xios Xy X,

(0]
o
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Denotaremos por X; la media de las medidas en la fila j-¢sima. Tenemos

5 Loyt !
X, = k; Y e N NG (1)

=l

El punto en X se usa para anunciar que el indice k se ha sumado. Los valores X; se llaman medias
de grupo, medias de tratamiento o medias de fila. La media global es la media de todas las medidas
en todos los grupos y se denota por X:

==13 ) X @)

VARIACION TOTAL, VARIACION DENTRO DE LOS TRATAMIENTOS
Y VARIACION ENTRE TRATAMIENTOS

Definimos la variacion total, denotada por V, como la suma de los cuadrados de las desviaciones de
cada medida respecto de la media global X:

Variacion total = ¥V = 5 (X — X)* (3)
ik '
Escribiendo la identidad

elevando al cuadrado y sumando en j y k, se tiene (Prob. 16.1)

Z{((Xjk_)i—/)z:;({Xjk_fjf*‘%(fj._f)z (5}

i i i

0 sea Z(Xjk—f)z=Z(Xjk—fj‘]2+b2()?j_;f)2 (6)
Jok Jik J

Llamamos a la primera suma de la derecha de (5) y (6) la variacion dentro de los tratamientos
(puesto que implica a los cuadrados de las desviaciones de X, respecto de las medias de tratamien-
tos X;) y la denotamos por Vj,. Luego

VW = 2;,( (Xjk £ A_/j.)z (7)

La segunda suma del lado derecho de (5) y (6) se llama la variacion entre tratamientos (ya que
involucra a los cuadrados de las desviaciones de las diversas medias de tratamientos X respecto de
la media global X) y se denota por V. Asi pues,

Vy= Y (%, — 8P = b3 (X, - X ®)
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Las ecuaciones (5) y (6) se pueden expresar, por tanto, como

V="Vy+ ¥ (9)

METODOS ABREVIADOS PARA CALCULAR VARIACIONES

Para minimizar la tarea de calcular las variaciones precedentes, son convenientes las formas
siguientes:

T2
=S e 10
V J-.Zk XJk rﬂ'b { }
I dutales 8
= PR ks 11
Vs b ; L ah W
B e P (12)

donde T es el total de los valores X, y T; es el total de los valores ¢n ¢l tratamiento j-esimo:
T=) Mg " =) Xy (13)
Sk K

En la practica es conveniente restar alguna cantidad fija de todos los datos de la tabla para
simplificar los calculos; tal operacion no tiene efecto alguno sobre el resultado final.

MODELOS MATEMATICOS PARA EL ANALISIS DE VARIANZA

Podemos considerar cada fila de la Tabla 16.1 como una muestra aleatoria de tamafio b de la
poblacién para un tratamiento particular. Los X, diferirin de la media poblacional yu; para el
tratamiento j-ésimo por un error de azar o error aleatorio, que denotamos por &,; asi pues

Xjk = P[_; = Ejk (14)

Estos errores se suponen normalmente distribuidos con media 0 y varianza 2. Si u es la media de
la poblacién para ,todos los tratamientos y hacemos «; = u; — u, de manera que p; = i +
entonces la ecuacion (14) se convierte en

Xjp = p + 2 + & (15)

donde Y, o; = 0 (véase Prob. 16.9). De la ecuacion (15) y de la hipotesis de que los &, estan
normalmente distribuidos con media 0 y varianza ¢”, concluimos que los X, se pueden considerar
como variables aleatorias normalmente distribuidas con media p y varianza ¢”.

La hipotesis nula de que todas las medias de los tratamientos son iguales viene dada por
(Hot o; = 0; f = 1, 2, ..., a), o lo que es equivalente, por (Hy: y; = 1,/ = 1, 2, .., a). 51 Hg es
verdadera, las poblaciones de los tratamientos tendran todas la misma distribucion normal (o sea,
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con la misma media y varianza). En tales casos hay sélo una poblacion de tratamiento (o sea. todos
los tratamientos son estadisticamente idénticos); en otras palabras, no hay diferencia significativa
entre los tratamientos.

VALORES ESPERADOS DE LAS VARIACIONES

Se puede demostrar (véase Prob. 16.10) que los valores esperados de Vi, V, y ¥ vienen dados por

E(Vy) = alb — 1)o? (16)

E(Vy) = (a — 1)a* + b 5 (17)
J

EV)y=(ah — 1)e? + b Z %; (18)

De la ecuacion (16) se deduce que

Vw Bt

luego Sp = ————— (20)

es siempre una estimacion optima (no sesgada) de o2 independientemente de que H, sea verdadera
o no. Por otro lado, vemos de (16) y (18) que sélo si H,, es verdadera (o sea, a; = 0) tendremos

5 s
E(a s 1) = v E(ab =5 1) =0 (21)

asi que solo en tal circunstancia proporcionan

. Ve ; 4
o 5 = 22
B S s ¥ ab — 1 (29
estimaciones sin sesgo de ¢°. Si H, es falsa, sin embargo, tenemos de la ecuacién (16) que
52 2 b 2 3
ESf) =02 + —— % & (23)
a—1 7

DISTRIBUCIONES DE LAS VARIACIONES

Usando la propiedad aditiva de ji-cuadrado (pagina 272, podemos probar los siguientes teoremas
fundamentales sobre las distribuciones de las variaciones Vi, ¥V, y V-
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TEOREMA 1. V), /c? tiene distribucién ji-cuadrado con a(h — 1) grados de libertad.
TEOREMA 2. Bajo la hipotesis nula Hy, Vy/e? y V/a? tiene distribucion ji-cuadrado cona — 1y ah — 1
grados de libertad, respectivamente.

Es importante recalcar que ¢l Teorema 1 es valido independientemente de que se suponga H, o
no, micntras que el Teorema 2 es valido solo cuando se supone H,,.

EL CONTRASTE F PARA LA HIPOTESIS NULA DE IGUALDAD
DE MEDIAS

Si la hipotesis nula H,, ¢s falsa (o sea, si las medlas de los tratamientos no son iguales), vemos de
(23) que cabe esperar que S7 sca mayor que o2, con el efecto tanto mas pronunciado cuanto mdyor
sca la discrepancia entre las medias. Por otra parte, de (19) y (20) cabe esperar que S2 sea igual a o2
independicntemente de que las medias sean o no iguales. Deducimos que un buen estadistico para
contrastar H,, vienc dado por S7/S7,. Si este estadistico es significativamente grande, podemos
concluir que hay una diferencia significativa entre las medias de los tratamientos ¥ podemos, por
tanto, rechazar H,; en caso contrario, podemos ya sea aceptar H,, o reservar la decision, pendiente
de posteriores analisis adicionales.

Para usar el estadistico S2/S%. debemos conocer su distribucion muestral. Esto lo proporciona
el Teorema 3.

TEQOREMA 3. El estadistico F = $2/SZ tiene distribucion Feona — 1y afb — 1) grados de libertad.

El Teorema 3 nos capacita para contrastar la hipotesis nula a algon nivel de significacion
especificado mediante un contraste unilateral con la distribucion F (Cap. 11).

TABLAS DE ANALISIS DE VARIANZA

Los célculos que requiere el contraste anterior se resumen en la Tabla 16.2, que se llama una
tabla de andlisis de varianza. En la practica, calculariamos V' y V5 por el método largo [ecuacio-
nes (3) y (8)] o por el método corte [ecuaciones (10) y (11)], calculando después 1y = V — V.
Hagamos notar que los grados de libertad para la variacion total (o sea, ab — 1) son igual a la
suma de los grados de iibertad para las variaciones dentro de los tratamientos y las variaciones
entre tratamientos.

Tabla 16.2
Variacion Grados de libertad Cuadrado medio F
Entre tratamientos, ‘ v, S2
£ v 2 a— 1 Sﬂg = —_—
=bY (X, — X) g — 1 Siv
d
Dentro de los tratamientos, o Vi cona — I yalb — 1)
Vi ity a6 — 1) W T iy grados de libertad
Total,
V= Vi + Vi ab — 1

=) (Xz — X)?
Jk
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MODIFICACIONES PARA NUMEROS DISTINTOS
DE OBSERVACIONES

Si los tratamientos 1, .., a tienen diferentes numeros de observaciones, iguales a Ny, ..., N,
respectivamente, los resultados anteriores se modifican sin dificultad y se obtiene

= T?
V:Z(Xjk_X}zszﬁc_F (24)
ik ik
oy o = s T2 T
VB:Z(Xj,—X]zZZN_;{X;'._X)ZZZ%_— (25)
i 7 g R

Vi =V — V4 (26)

donde ) ; , denota la suma sobre k desde 1 hasta N; y después la suma sobre j desde 1 hasta a
La Tabla 16.3 es la tabla del analisis de varianza para este caso.

Tabla 16.3
Variacion Grados de libertad Cuadrado medio F
Entre trata_miemoi, . LI e Vg Sﬁ
VB=ZNJ’(XJ‘__X) = a — 1 S2
J
Dentro de los tratamientos, B Vi cona — 1y N —a
Vi = ¥ 21, et bvigrrg grados de libertad
Total,
V="Vr+V N—1
=3 (X — X))
Ik

EXPERIMENTOS DE DOS FACTORES

Las ideas del analisis de varianza para un solo factor, pueden generalizarse a experimentos de
Sactores, tal como ilustra el Ejemplo 2.

EJEMPLO 2. Supongamos que en un experimento agrario se examina la produccion por acre de 4 vari
des de trigo, cada una sembrada en 5 parcelas de terreno. Se necesitan en total 20 parcelas. Conviene, en
caso, combinarlas en bloques, digamos 4 por bloque, con una variedad distinta de trigo en cada una de ellas
dentro de un bloque. Eso requiere 5 blogues. _
En este caso hay dos factores, ya que puede haber diferencias en la produccion por acre debidas a (1)
variedad de trigo elegida y (2) el bloque particular usado (por distinta fertilidad del terreno, etc.).

Por analogia con el Ejemplo 2, nos referimos con frecuencia a los dos factores de un experim
to como tratamientos y blogues, pero naturalmente podiamos llamarlos simplemente factor 1 3
factor 2.
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NOTACION PARA EXPERIMENTOS DE DOS FACTORES

Si hay a tratamientos y b bloques, construimos la Tabla 16.4, donde se supone que hay un valor
experimental (tal como produccién por acre) correspondiente a cada tratamiento ¥ bloque. Para el
tratamiento j y el bloque &, lo denotamos por X La media de las entradas de la fija j-ésima se
denota por X;, donde j = 1. .., @, mientras la media de las entradas de la columna k-ésima se
denota X ,, donde k = 1, .., h. La media global se denota por X. En simbolos,

1

b a
B3l %SR- X=o . %y @)
Tabla 16.4
Bloque
1 2 b
Tratamiento 1 Xy Xy Xy X,
Tratam.icnto 2 X.M X_H sof X_gb 2.
Tratam:iento a X;, X;,z X;,, j? i
X/I /?_1 /?h

ARIACIONES PARA EXPERIMENTOS DE DOS FACTORES

o en el caso de experimentos de un factor, podemos definir variaciones para experimentos de
factores. Definimos primero la variacion total, como en la ecuacion (3), a saber

V= Zk (X-ﬂ_; — X)? (28)
g
eribiendo la identidad
Xp — X=X -X, - X, + D+ (X, -+ X, — 0 (29)

ndo ahora al cuadrado y sumando sobre j y k, se ve que

V=Ve+ Ve + V. (30
e Vy = variacién debida a error 0 azar = ) (X, — X, — X, + X)?
ik
Vi = variacion entre filas (tratamientos) = b Y (X, — X)?

i
Il
=
o
=,
)
G,
-
=
4]
o
~+
Lo §
(4]
%]
Q,
o
3
=
o
[¥:]
=
o
=
=
(q)
@
Il
2
o1
L
|
=
|
o
—
[ =]
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La variacion debida al error aleatorio se conoce como variacion residual o aleatoria.

Las que siguen, andlogas a las ecuaciones (10), (11) y (12), son formulas abreviadas para el
calculo:
T2
ey (31)
| i
Ve=-3Y Tt - 2_
R =7 ;;1 e (32)
e T2
Ve = — y & 3
€=, k; = (33)
Mg =V Vg — o (34)

donde T; es el total de las entradas en la fija j-ésima, T, es el total de entradas en la columna
k-ésima, y T el total de las entradas.

ANALISIS DE VARIANZA PARA EXPERIMENTOS
DE DOS FACTORES

La generalizacion del modelo matematico para experimentos de un factor dado por (15) nos lleva
a suponer para experimentos de dos factores que

Xy = s o + B +65 35)

donde  o; = 0y Y B = 0. Aqui # es la media global de la poblacion, «; ¢s la parte de X;
debida a los diferentes tratamientos (llamados efectos de los tratamientos), f, la parte de X " debida
a los diferentes bloques (efectos de los blogues) Y &x es la parte debida a error o azar. Como antes.
suponemos que los ¢; cstin normalmente distribuidos con media 0 y varianza o2, asi que los Xz
también estin normalmente distribuidos con media u y varianza o2. N
Correspondientes a los resultados (16), (17) y (18), podemos probar que las esperanzas de las

variaciones vienen dadas por

E(Ve) = (@ — 1)(b — 1)6? (36)
E(Vg) =(a — )o® + b Y o} (BT
EVo) = (b — 1)o® + ay B 38
EV)=(ab D>+ by e +ay f} (39

Hay dos hipotesis nulas que querriamos contrastar:

H{": Todos los tratamientos (fila) tienen la misma media; osea, o; = 0yj =1, ., a

HG?: Todos los bloques (columna) tienen Ia misma medié; esdecir, f, =0y k =1, .. b
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Vemos de (38) que, independientemente de H5 o HY, una estimacién éptima (sin sesgo) de ¢°
la da

Ve

S S [ 4 + G2y o =2
@-D6 =71 es decir, E(Si) =¢ (40)

grz =

Ademis, si las hipotesis H{ y H$ son verdaderas, entonces

2 . VR e V( 52 - ¥
SR_a—l SC_b—l S_ab—l (FEh)

seran estimaciones sin sesgo de ¢2. Si H{Y y HP son falsas, no obstante, de las ecuaciones (36) y
(37), respectivamente, tendremos

bali i}

ESR) = o® + L Y. o (42)
a—1 7

a

b—l;ﬁ

E(S3) = o> + (43)

= bd

Los siguientes teoremas son similares a los Teoremas 1 y 2:

TEOREMA 4. V,fo” tiene una distribucion ji-cuadrado con (@ — 1)(h — 1) grados de libertad, indepen-
dientemente de H{Y o H{.

TEOREMA 5. Bajo la hipotesis H{", Fr/o? tiene una distribucion ji-cuadrado con @ — 1 grados de libertad.
Bajo HYY, V/c? tiene una distribucion ji-cuadrado con b — 1 grados de libertad, Bajo ambas hipotesis, H{'' y
H), V/e? tiene una distribucion ji-cuadrado con ab — 1 grados de libertad.

Para contrastar la hipotesis H§", es natural considerar el estadistico $3/SZ ya que podemos
ver de la ecuacion (42) que SZ se espera que difiera significativamente de o2 si las medias de fila
(tratamiento) son significativamente diferentes. Analogamente, para contrastar H§?, consideramos
el estadistico S2/S2. Las distribuciones de S2/S2 y S2/S% vienen dadas por el Teorema 6. que es
analogo al Teorema 3.

TEOREMA 6. Bajo la hipotesis H{", el estadistico $2/S2 tiene una distribucién Feon a — Ly (a—1)(h—1)
grados de libertad. Bajo la hipotesis H{?, el estadistico $Z/S2 tiene una distribucion F con b — 1| y
(@ — 1)(h — 1) grados de libertad.

El Teorema 6 nos capacita para aceptar o rechazar H{" o H' a niveles de significacion especificos.

Por conveniencia, como en el caso de experimentos de un factor, se puede construir una tabla de
analisis de varianza, como indica la Tabla 16.5.

EXPERIMENTOS DE DOS FACTORES CON REPETICION

En la Tabla 16.4 hay solo una entrada correspondiente a un tratamiento y un bloque dados. Se
puede obtener mas informacion acerca de los factores repitiendo el experimento, un proceso
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Tabla 16.5
Variacion Grados de libertad Cuadrado medio F
Entre tratamientos, 1 w11 : 1§§f§§ .
=h ; Xy — X ‘o fa—1 o ;;iosyd{cahgelr}t(ad- :
Entre blogues, ey i . P , 15'5;’5}? S
Ve = a ; (X — X7 R o gr;dosyd{: li_bertad— !
A ICEE TR LR
Total,
= Vi + VC + Ve ab — 1
2

llamado repeticion. En tal caso habra mas de una entrada correspondiente a un tratamiento y a un
bloque dados. Supondremos que hay ¢ entradas para toda posicién; cuando los nGmeros de
repeticiones no son iguales han de hacerse las modificaciones pertinentes.

A causa de la repeticion, se debe usar un modelo apropiado para sustituir el dado por la
ecuacion (35). Usaremos

Xy =pw+ 03+ B + v + e (44)

donde los subindices j, k y / de X}, corresponden a la fila j-é¢sima (o tratamiento), la k-ésima
columna (o bloque) y la /-ésima repeticion, respectivamente. En la ecuacién (44) los p, o; y Py se
definen como antes; &5, es un término de azar o error, mientras que los y 4 denotan los efec.fm de
interaccion fila-columna (o sea, tratamiento-bloque), llamados a menudo interacciones. Tenemos las
restricciones

2t =0t ohy B=i0 it i B 0T gD (43)
4 i}

y los X, se suponen normalmente distribuidos con media i y varianza ¢2.
Como antes, la variacion total ¥ de todos los datos se puede romper en variaciones debidas a
filas ¥V, columnas VL, interaccion V; y error residual o aleatorio V.:
R c Y E

V=Vy+Ve+ VL + 1 (46)

donde

V=Y Xjuu— X7 (47)

Jikd
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Vo = be 3 (X, — XP (48)
=
b - s
Ve =ac } (X, — Xy (49)
k=1
Fi= ¢ 2((2;1, o T R (50)
Js
VE = ‘§I (Xjkl == jfﬂp)z (51)
Js Ky
En estos resultados los puntos en los subindices tienen significados analogos a los antes citados

(pagina 375); asi, por ejemplo,

2 X (52)

o =

= 1
Xj.. — EkE{ ij

Los valores esperados de las variaciones se hallan como antes. Usando el nimero apropiado de
grados de libertad para cada fuente de variacion, podemos establecer la tabla del analisis de
varianza como indica la Tabla 16.6. Los F-cocientes en la tltima columna de esa tabla se pueden
utilizar para contrastar las hipotesis nula:

HE": Todas las medias de tratamiento (fila) son iguales; esto es, o; = 0.

H{: Todas las medias de bloque (columna) son iguales; o sea, §, = 0.

H{): No hay interacciones entre tratamientos y bloques, es decir, y;, = 0.

Tabla 16.6

Variacion Grados de libertad Cuadrado medio F

8282
Entre tratamientos, < RISE
Ve a—1 Sk =- cona—1yab(c—1)
grados de libertad

S2/82
Entre bloques, 5 i
v, b—1 S§E = con b —1yable—1)

=1 grados de libertad
Thitsracait p $2/52
nteraccion, a
v, (a—DB—1) Sz = m con(@a—1)(b—1)y
' ab(c — 1) grados de libertad
Residual o aleatoria o v,
’ blc — 1 Sg =% -
Vi i S £ ab(c—1)

% abc — 1
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Desde un punto de vista practico debemos decidir primero si H§» puede ser rechazada o no a
un nivel de significaciéon apropiado, usando el F-cociente S7/Sz de la Tabla 16.6. Dos casos son
posibles:

L.

HE no se puede rechazar. En este caso podemos concluir que las interacciones no son
demasiado grandes. Podemos entonces contrastar H§!' y H{* usando los F-cocientes
S3/S% y SZ/SE, respectivamente, como se muestra en la Tabla 16.6. Algunos estadisticos
recomiendan tomar el total de V; + Vi y dividirlo por el total correspondiente de grados
de libertad (@ — 1)(b — 1) + ab(e — 1) y usar este valor como sustituto del denominador
S2 en F test.

HE) puede ser rechazada. En este caso podemos concluir que las interacciones son signi-
ficativamente grandes. Diferencias en los factores serian entonces importantes solo si fueran
grandes comparadas con tales interacciones. Por esta razdén muchos estadisticos recomien-
dan contrastar H{" y H{?) mediante los F-cocientes S3/5? y $2/S? mas bien que con los
de la Tabla 16.6. Nosotros usaremos también aqui este procedimiento alternativo.

El anélisis de varianza con repeticion se realiza de forma sencilla totalizando primero los
valores de repeticion que corresponden a tratamientos (filas) y bloques (columnas) particulares.
Esto produce una tabla de dos factores con entradas Gnicas, que puede analizarse como en la Ta-
bla 16.5. Este procedimiento se ilustra en el Problema 16.16.

DISENO EXPERIMENTAL

Las técnicas del analisis de varianza discutidas hasta ahora se emplean una vez que se han obtenido
los resultados de un experimento. Sin embargo, con el fin de adquirir cuanta informacién sea
posible, el disefio de un experimento debe planificarse cuidadosamente; eso se conoce como el
diserio del experimento. He aqui varios ejemplos importantes de disefio experimental:

I

Aleatorizacién completa. Supongamos que tenemos un experimento agrario como el del
Ejemplo 1. Para su disefio, debemos dividir ¢l campo en 4 x 4 = 16 parcelas (indicadas
en la Figura 16.1 por cuadrados, aunque se puede usar cualquier forma) y asignar cada
tratamiento (indicado por 4, B, C y D) a cuatro bloques elegidos completamente al azar.
El objetivo de la aleatorizaciéon completa es eliminar varias fuentes de error, tales como la
fertilidad del suelo.

DlA|C|C I |C|B|A|D D B|C|A B, | Ag| D;| C,
B|D|B|A Ir A B|D|C B|D A|lC As| By| C, | Dy
DyC|B|D nr |B|C|D|A C|A|D| B Dy| Cs| Bg| A,
Al B|C|A IV Al D| C|B A|C|B|D Cg| D,| A, | B;
Aleatorizacion Blogues Cuadrado Cuadrado
completa aleatorizados latino greco-latino

Figura 16.1. Figura 16.2. Figura 16.3. Figura 16.4.
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2. Bloques aleatorios. Cuando, como en el Ejemplo 2, es necesario tener un conjunto completo
de tratamientos para cada bloque, los tratamientos 4, B, C y D se¢ introducen en orden
aleatorio dentro de cada bloque: T, T1, TIT y IV (o sea, las filas en la Fig. 16.2), y por esa
razon se habla de los bloques como blogues aleatorios. Este tipo de disefio se usa cuando
se desea controlar una fuente de error o variabilidad: a saber, la diferencia en bloques.

3. Cuadrados latinos. Para algunos propoésitos es preciso controlar dos fuentes de error o
variabilidad al mismo tiempo, tales como la diferencia en filas y la diferencia en columnas,
Asi, en el experimento del Ejemplo 1, errores en diferentes filas y columnas podrian ser
debidos a cambios en la fertilidad en diferentes partes del campo. En tal caso es descable
que cada tratamiento ocurra una vez en cada fila y una vez en cada columna, como en la
Figura 16.3. Esa disposicion se llama un cuadrado latino por cuanto se usan las letras latinas
A, B, CyD.

4, Cuadrados greco-latinos. Si es necesario controlar tres fuentes de error o variabilidad, se usa
un cuadrade greco-latino como ¢l que muestra la Figura 16.4. Tal cuadrado es esencialmente
como un par de cuadrados latinos unidos, con letras unidas 4, B, C y D para uno y griegas
B. v v 6 para el otro. El requisito adicional que deben satisfacer es que cada letra latina
ha de usarse una y sélo una vez con cada letra griega; cuando ese requisito se cumple, el
cuadrado se dice ortogonal.

EXPERIMENTOS DE UN FACTOR
16.1. Probar que ¥ = ¥y + Vp; esto es

Solucion

Tenemos Xy - X=X —X)+ (X, - X

Entonces, elevando al cuadrado y sumando en j y k, obtenemos

;‘(ij = f)z = Z (Xjk ~ rj,]z ng Zr‘c(/‘_f_: _')?]2 1 Z;‘(Xjk i Yj.)(yj, . f]
B s s

qvk

Para probar el resultado pedido, debemos mostrar que la iltima suma es cero. Para ello, procedemos
como sigue:

. (6~ K08, - D= 3, (7, - D)

ya que X, =
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16.2. Comprobar que (a) T = abX, (b) T; = bX, y (c) Y.; T, = abX, usando la notacién de la pagina 376.

Solucion

(a) = JZ}:‘ Koo ab(é% Xjk) = abX
(b) ?}_=;Xﬂ(=b(é;)(ﬁ)=

(¢) Como T, = Y, X, por la parte (¢) se tiene

YU = T =T = ah¥
7 ik
16.3. Verificar las formulas (10). (11) y (12) de este capitulo.

Solucion
Tenemos
V= Z (Xp — X)) = Z {in — 2/\7Xjk + X
Jok

= _ZXJi—zXZ ® + abX?
= ) X} — 2X(abX) + abX?
Jik
=Y X% — abX?
Jok
Tz

5 et
;‘c * o ab

|

usando el Problema 16.2(a) en la tercera y en la ultima linea, De igual modo,

Vo= (X; — X2 = Y (XF — 2XX, + X7
Tk ik

= % X -2 X, + ab¥?

2 i, I L
=3 L —2XY L+ apX?
i\ b b
1 & & 5

B Y Y T? — 2X(abX) + abX>
=1 k=1

usando el Problema 16.2(h) en la tercera linea y el Problema 16. 2(a) en la ultima. Finalmente, la
ccuacion (12) se sigue de que V = ¥}, + Vg, osea Vyy = V — Vi
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16.4. La Tabla 16.7 da las producciones por acre de una cierta variedad de trigo que crece en terrenos
tratados con fertilizantes 4, B y C. Hallar (a) las producciones medias para los diferentes tratamientos,
(b) la media global para todos los tratamientos, (¢) la_variacién total, (d) la variacion entre trata-
mientos y (¢) la variacion dentro de los tratamientos. Usar el método largo.

Tabla 16.7 Tabla 16.8
A 43 49 SN A% 3 4 5 4
B 47 49 48 48 o R
C 49 51 50 50 4 6 5 5

Solucion

Para simplificar la aritmética, podemos restar 45 a todos los datos sin que ello afecte a los valores
de las variaciones. Entonces obtenemos los datos de la Tabla 16.8.

(@) Las medias de tratamiento (fila) para la Tabla 16.8 vienen dadas por
X, =33+4+5+4)=4 X, =H2+4+3+3)=3 X, =i4+6+5+5=5
Luego las producciones medias, obtenidas anadiendo 45 a éstas, son de 49, 48 y 50 bushels por
_acre para A, B y C, respectivamente.
(F) La media global para todos los tratamientos es

Y=3403+4+5+4424+4+3+3+4+6+5+5=4

Asi que la media global para los datos originales es 45 + 4 = 49 bushels por acre.
(¢) La variacion es

V=Y Xp—XP=03-49+@ -4 +(6-4"+@d -4 +2-4>+(@d -4+
.k

+(B3 -4+ -4+ @ -4+ 6—4+(5—-4P+(5—4*=14

(d) La variacion entre tratamientos es
Va=bY (X, — X =4[(4 -4 +(3 -4 +(5-4*]1=8
7
(e) La variacion dentro de los tratamientos es
Vw=V—Vy=14—8=6
Otro método
V= Z X — X,)P=0G3-9*+(@—-9*+(5-9*+@ -4 +2-3+(@ -3+
F(B=3P+B—=3P+@B =52 +(6—5P+(5—-52+(5-57=6

Nota: La Tabla 16.9 es la tabla de analisis de varianza para los Problemas 16.4, 16.5 y 16.6.
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16.5.

16.6.

16.7.

Tabla 16.9
Variacion Grados de libertad | Cuadrade medio F
Entre tratamientos, s 8 B}
Ve=8 el Si=3=4 o &
Sz 23
Dentro de los tratamientos, 6. 9 A
Ve=V-V, — D=3 = A
m=V-Fh =1 =)E] =2 LTI grados de libertad
=14—8=6
Total, ab—1=(3)(4)—1
V=14 =1

Con referencia al Problema 16.4, hallar una estimacion sin sesgo de la varianza de la poblacién o2
de (a) la variacion entre tratamientos bajo la hipotesis nula de medias de tratamiento iguales y (b) la
variacion entre tratamientos.

Solucién
’ v, 8
S ! =
@ g g i
4 V, 6 2
q = W = =
@ T glE 1)) 3@ TRy TG

En el Problema 16.4, ;podemos rechazar la hipotesis nula de medias iguales al nivel de significacion
(@) 0.05 y (b) 0.01?

Solucién

, 53 4
Se tiene F= é = 73 =6

cona — 1 =3 — 1 = 2 grados de libertad y a(h — 1) = 3(4 — 1) = 9 grados de libertad.

(@) En el Apéndice V,con v; = 2y v, = 9, vemos que Fg; = 4.26. Como F = 6 > F,, podemos
rechazar la hipotesis nula de medias iguales al nivel 0.05. :

(b) En el Apéndice VI, conv, = 2y v, = 9, vemos que Fgo = 8.02. Puesto que F = 6 < Fqq, no
podemos rechazar la hipétesis nula de medias iguales al nivel 0,01.

Usar las férmulas abreviadas (10), (11) y (12) para llegar a los resultados del Problema 16.4.

Solucién

Conviene disponer los datos como en la Tabla 16.10.
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Tabla 16.10
' 2
A 3 4 5 4 16 256
B 2, 4,3 .3 12 144
¢ 4 6 5 5 20 400
L Xi=206 | T=3T,-4 ¥, T2 =800

(@) Usando la formula (10), vemos que

2 XE=9+16+25+16+4+ 16+ 9+ 9 + 16 + 36 + 25 + 25 = 206
Fok '

y T=34+4+54+4+2+4+34+3444+6+5+5=48
' oy T2 (48
Luego V=Y X2 = =206 — =206 — 192 = 14
2 5 xR 3)(4)

(b) Los totales de las filas son
T, =3+4+5+4=16 T, =2+4+34+3=12 T =44+6+5+5=20
y T =16 + 12 + 20 = 48
Asi que, por la férmula (11), se deduce

1 T

42
Vo= ZT}?——=%[162+122+202)—[8')
3

(3)(4)

= — =200 — 192 = 8
b ab

(c) Mediante la formula (12), se obtiene

Vw=V—Vg=14 —8 =6

Los resultados coinciden con los obtenidos en el Problema 164, y desde este punto en
adelante el analisis es como antes.

Una empresa quiere comprar una de entre cinco maquinas diferentes: 4, B, C, D o E. En un
experimento disefiado para comprobar si hay diferencia entre ellas, cada maquina fue manejada por
un operario experto distinto en cada una, durante tiempos iguales. La Tabla 16.11 muestra los
numeros de unidades producidas por las maquinas. Contrastar la hipétesis de que no hay diferencia
entre las maquinas al nivel de significacion (a) 0.05 y (b) 0.01.
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Solucion

Restar un nimero adecuado, 60 por ejemplo, a todos los datos de la Tabla 16.12. Entonces

(54
V = 2658 — = 2658 — 1458 = 25122
(5)(4)
1 (54)*
Vg = = (3874) — = 7748 — 1458 = 629.0
y B 5 ( ) 5)d)

Ahora formamos la Tabla 16.13. Para 4 y 20 grados de libertad tenemos F45 = 2.87. Luego no
podemos rechazar la hipétesis nula al nivel 0.05 y por tanto con menos motivo al 0.01.

Tabla 16.11 Tabla 16.12
A |68 72 77 42 53 T; T}Z
B |72 53 63 53 48 A 3 12 17 —18 -7 12 144
C |60 82 64 75 72 B 12 =7 3 -7 —12| -11 121
D |48 61 57 64 350 C 0 22 4 15 12 53 | 2809
E |64 65 70 68 53 D | —-12 1 -3 4 —10| —20 400
E 4 5 10 g8 -7 20 400
Y X5 = 2658 54 | 3874
Tabla 16.13
Variacion Grados de libertad Cuadrado medio F
Emrc,/:r:;a;gfgmos’ a—1=d ‘g:@:m.zs :;_é: 167
Dentro de los tratamientos, ~, 1883.2
V., — 18838 alb—1)=(5)(4)=20 S§,=m=94‘16
Total,
V'=25122 bl mdd

MODIFICACIONES PARA NUMEROS DISTINTOS DE OBSERVACIONES

16.9. La Tabla 16.4 da las vidas medias, en horas, de muestras de tres tipos distintos de tubos de television
producidos por cierta empresa. Usando el método largo, determinar si hay diferencia entre ellos al
nivel de significacion (a) 0.05 y (b) 0.01.
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Tabla 16.14
Muestra 1 407 411 409
Muestra 2 404 406 408 405 402
Muestra 3 410 408 406 408

Solucion
Conviene restar a los datos un nimero apropiado, digamos 400, con lo que se obtiene la Tabla

16.15. Esta muestra los totales de fila, las medias muestrales (o de grupo) y la media global. Asi pues,

s¢ tiene

V= %(Xﬁ—/?}l =T-T+1l =T+ +@=T7=72
i
b= E(Yj_ — X2 =Y N, — X =30 — 72 + 507 — 5 + 48 — 7)* = 36
i 7
Vo=V —Vyg=T72—136= 36
Tabla 16.15
Total | Media

Muestra 1 7 11 9 27 9
Muestra 2 4 6 8 5 2 25 5
Muestra 3 10 8 6 8 32 8

X = media final = % = 7

Podemos también obtener Vy, directamente observando que es igual a

(7—=92+(11 —-92 +0 -9 2 +(@d—-52+(6-—52+B8-=52+(5-95*+

+(2—-57+(010—8>+(8—8>+(6—8>+(8—8)7?
Los datos se resumen en la Tabla 16.16, la tabla del analisis de varianza. Para 2 y 9 grados de

libertad, vemos en el Apéndice V que F,; = 4.26 y en el Apéndice VI vemos que Fq4q = 8.02. Luego
podemos rechazar la hipotesis de medias iguales (o sea, no hay diferencia entre los tres tipos de tubos)

al nivel 0.05, pero no al 0.01.

Tabla 16.16
Variacion Grados de libertad Cuadrado medio F
36
Vy= 36 a—1=2 S=""=18 :
. i Sz _ 18
36 S%’ _
Vo = 36 N—a=9 S‘EV=3=4 %
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16.10. Resolver ¢l Problema 16.9 usando las formulas abreviadas incluidas en las ecuaciones (24), (25) y (26).

Solucion

De la Tabla 16.15 se signe Ny = 3, N, = 5, N; =4, N =12, T, =27, T, = 25, T, = 32y
T = B4. En consecuencia,

. —TZ 84)?
=Yl 272+112+"'+63+82—()=72
5k N —12

T2 i (27]2 (25]2 (32J2 (84]2
Pir= 2ol vk nY T e

Usando esto, el analisis de varianza se hace ya como en el Problema 169.

EXPERIMENTOS DE DOS FACTORES

16.11. La Tabla 16.17 muestra las producciones por acre de cuatro semillas sembradas en campos tratados
con tres fertilizantes distintos. Por el método largo, determinar el nivel de significacion 0.01 si hay
diferencia en produccion por acre (a) debida a los fertilizantes y (b) debida a las semillas.

Tabla 16.17

Semilla T Semilla IT | Semilla ITT | Semilla IV

Fertilizante 4 4.5 6.4 el 6.7
Fertilizante B 8.8 7.8 9.6 7.0
Fertilizante C 5.9 6.8 5.7 S

Solucién

Calcular los totales de fila, de columna, las medias de columna, el total global y la media global,
como indica la Tabla 16.18. De esa tabla se obticne:

Tabla 16.18

Total Media

CosechaI | Cosechall | Cosecha III | Cosecha IV de fila de fila

Fertilizante A4 4.5 6.4 7.2 6.7 24.8 6.2
Fertilizante B 8.8 7.8 96 7.0 33.2 8.3
Fertilizante C 59 6.8 5.7 5.2 23.6 59
Total de columna 19.2 21.0 22.5 18.9 Total final = 81.6
Media de columna 6.4 7.0 7.5 6.3 Media final = 6.8




ANALISIS DE VARIANZA 395

La variacion de las medias de fila respecto de la media global es
Ve = 4[(62 — 6.8)2 + (83 — 6.8)> + (59 — 6.8)°] = 13.68
La variacion de las medias de columna respecto de la media global es
V, = 3[(64 — 68)* + (10 — 6.8 + (75 — 6.8)> + (63 — 6.8)*] = 2.82
La variacion total es
V= (@45 — 68?2 + (64 — 68> + (1.2 — 6.8 + (6.7 — 6.8)* +

+ (88 — 6.8)% + (7.8 — 6.8)> + (9.6 — 6.8)* + (7.0 — 6.8 +
1 (59 — 68 + (68 — 68)> + (57 — 68)* + (52 — 6.8)> = 23.08

La variacion aleatoria es
Vo=V — Vg — V=658

Eso conduce al analisis de varianza de la Tabla 16.19.

Al nivel de significacion 0.05 con 2 y 6 grados de libertad, Fo5 = 5.14. Por tanto, desde 6.24 > 5.14,
podemos rechazar la hipotesis de que las medias de fila son iguales y concluir que hay diferencia
significativa en produccion debida a los fertilizantes.

Como ¢l valor F correspondiente a la diferencia en medias de columna es menor que 1, concluimos
que no hay diferencia significativa debida a las semillas en la produccion

Tabla 16.19

Grados de

libertad Cuadrado medio ; F

Variacion

: SU82 =624
Vg = 13.68 2 SE =684 con2y6
grados de libertad

i $§2/82 =086
V=282 3 S§¢ =094 con3yb
grados de libertad
Vy = 6.58 6 Sz =1.097
V= 23.08 11

16.12. Usar las formulas abreviadas para llegar a los resultados del Problema 16.11.

Solucién
De la Tabla 16.18 tenemos

Y XZ = (457 + (64) + - + (5.2 = 577.96
jok
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T =248 + 332 4 236 = 816
Y T? = (248 + (332 + (23.6)2 = 227424
2 TR = (1927 + (21.0)* + (22.57 + (18.9)% = 1673.10

TZ
Entonces V=73 Xj — — = 57796 — 554.88 = 23.08
ik ab
oedy e T 1(227424) 554.88 = 13.68
Ve = 1}: fa. B & 1(167310] 554.88 = 2.82
A T S ; B = s

Ve=V — Vg — Ve = 2308 — 13.68 — 282 = 6.58

de acuerdo con el Problema 16,11,

EXPERIMENTOS DE DOS FACTORES CON REPETICION

16.13. Un empresario desea determinar la eficacia de cuatro tipos distintos de méaquinas (4, B, C y D)enla
produccion de tornillos. Para ello, anota el niimero de tornillos defectuosos cada dia de una semana
en dos turnos de trabajo, con los resultados que recoge la Tabla 16.20. Hacer un analisis de varianza

para determinar al nivel de significacién 0.05 si hay diferencia (a) entre las maquinas y (b) entre los
turnos.

Solucion

Los datos se organizan de modo equivalente en la Tabla 16.21, en la que los dos factores, maquinas
y turnos, quedan indicados. Hay dos furnos para cada maquina. Los dias de la semana pueden

considerarse como repeticiones del trabajo de cada mAquina. La variacion total para todos los datos
de la Tabla 16.21 es

V=06"+4+5 + ...+ 72 4 10% — [223)2 = 1946 — 17956 = 1504
Tabla 16.20

Primer turno Segundo turno
Maquina L. Mar. Miér. L V. L Mar. Miér. I V.
A 6 4 3 5 4 5 7 4. 6 8
B 10 8 7 7 9 7 9 12 8 8
c Tt B & 9| wow gl slg 6

D 8 4 6 5 5 5 7 9 7 IO_J
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Tabla 16.21
Réplicas
Factor I: Factor II;

Méaquina Ensayo L. Mar. Miér. J. V. Total

) 1 6 4 ] 5 4 24

2 5 7 4 6 8 30

B 1 10 8 q 7 9 41

2 7 9 12 8 3 44

= 1 7 5 6 5 9 32

2 9 & 5 4 6 31

D 1 8 4 6 5 5 28

2 5 7 9 7 10 38

Total 57 51 54 47 59 268

Con el fin de considerar los dos factores, limitamos nuestra atenciéon al total de valores de
repeticion correspondientes a cada combinacion de factores. Recogidos en la Tabla 16.22 hacen de
ésta una tabla de dos factores con entrada tnica. La variaciéon total para la Tabla 16.22, que
llamaremos variacion subtotal Vg, viene dada por

24)? 41)% 32)2 28)% 30)? 44)? 31)2 38)? 268)?
VS-——()+[)(](]+(]+{}+{}+(]—()=

5 5 ) 5 5 § 5 5 40
1861.2 — 1795.6 = 65.6

La variacion entre filas es

_(54* (85 (63  (66) N (268)

= = 6 — .6 = 51.0
Vi 10 T W 10 20 1846.6 — 1795

La variacion entre columnas viene dada por

_ (125)? " (143)2 - (268)*

= 1803.7 — 17956 = 8.1
Ve="% 20 40 3 A s
Tabla 16.22

Maquina Primer ensayo Segundo ensayo Total
A 24 30 54
B 41 44 85
C 32 31 63
D 28 38 66
Total 125 143 268
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Tabla 16.21
Réplicas
Factor It Factor II:

Magquina Ensayo L. Mar. Miér. i V. Total

A 1 6 4 5 5 4 24

2 5 7 4 6 8 30

B 1 10 8 7 7 9 41

|2 7 9 12 8 8 44

c 1 7 5 6 5 9 32

2 9 7 5 4 6 31

D 1 8 4 6 5 5 28

2 5 7 9 7 10 38

Total 57 51 54 47 59 268

Con el fin de considerar los dos factores, limitamos nuestra atencion al total de valores de
repeticion correspondientes a cada combinacion de factores. Recogidos en la Tabla 16.22 hacen de
eésta una tabla de dos factores con entrada Vnica. La. variacién total para la Tabla 16.22, que
llamaremos variacion subtotal Vs, viene dada por
(24)* 41)% 32)? 28y 30)° 44)? 31)° 38)2 268)?

o 0 e € O 1 N L e

5 5 5 Al 5 5 5 40
1861.2 — 17956 = 6556

Vs

Il

La variacion entre filas es

(542 (852 (63 (66)>  (268)

10 10 0 " 10 40

B — 18466 — 17956 = 51.0

La variacién entre columnas viene dada por

{125}_2 (143)° 4. (268)?

Ve = —— — = 1803.7 — 17956 = 8.1
5 % 30 40
Tabla 16.22
Magquina Primer ensayo Segundo ensayo Total
A 24 30 54
B 41 44 85
C 32 31 63
D 28 38 66
Total 125 143 268
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Si restamos ahora de ¥V, la suma de las variaciones entre filas y columnas (Vg + V), obtenemos la
variacion debida a la interaccion entre filas y columnas, que esta dada por

V= Vg— Vg — Vo =656 — 510 — 81 =65

Finalmente, la variacion residual, que se¢ puede ver como la variacion de error o azar Vg (supuesto
que creemos que los diversos dias de la semana no producen diferencias relevantes), se halla restando
la variacién subtotal (o sea, la suma de las variaciones de fila, columna e interaccion) de la variacion
total V. Eso da

Vi=V— (Ve + Vet V)=V — Vo= 1504 — 656 = 84.8

Estas variaciones se recogen en la Tabla 16.23, el andlisis de varianza. La tabla da también el
nimero de grados de libertad correspondiente a cada tipo de variacion. Asi pues, como hay cuatro
filas en la Tabla 16.22, la variacion debida a filas tiene 4 — 1 = 3 grados de libertad, mientras que
la variacion debida a las dos columnas tiene 2 — 1 = 1 grados de libertad. Para hallar los grados
de libertad debidos a la interaccion, notemos que hay ocho entradas en la Tabla 16.22; luego los
grados de libertad totales son 8 — 1 = 7. Puesto que 3 de ellos se deben a las filas y 1 a las columnas,
los restantes [7 — (3 + 1) = 3] se deben a la interaccion. Puesto que hay 40 entradas en la tabla
original 16.21, el total de grados de libertad es 40 — 1 = 39. De modo que los grados de libertad
debidos a la variacion residual o de azar son 39 — 7 = 32

Tabla 16.23
Variacion C:g:ﬁsaéic Cuadrado medio F
Filas (maquinas), Eit 170
Ve = 510 3 Sz = 17.0 TES 6.42
Columnas (turnos), 5 8.1
V. = 8.1 1 Se =81 765 = 3.06
Imteraccion, iy 2.167
= 3 S; = 2.167 365 = 0.817
Subtotal, -
Vs = 656
Aleatorio o residual, s
V, = 848 12 Si =265
Total,
¥ = 150.4 39

Para continuar, hemos de determinar primero si hay interaccion significativa entre los factores
basicos (o sea, las filas y columnas de la Tabla 16.22). De la Tabla 16.23 vemos que para la interaccion
es F = 0.817, lo cual nos dice que la interaccion no es significativa; esto es, no podemos rechazar la
hipotesis H4Y de la pagina 385. Siguiendo las reglas de la misma pagina, vemos que la F calculada
para filas es 6.42. Como F,5 = 2.90 para 3 y 32 grados de libertad, podemos rechazar la hipotesis Hy



16.14.

ANALISIS DE VARIANZA 399

de que las filas tienen medias iguales. Ello equivale a decir que al nivel 0.05 podemos concluir que
las maquinas no son igualmente eficaces.

Para | y 32 grados de libertad, F,s = 4.15, Entonces, ya que la F calculada pard columnas es
3.06, no podemos rechazar la HE de que las columnas tienen medias iguales. Lo que equivale a decir
que al nivel 0.05 no hay diferencia significativa entre los turnos.

Si podemos optar por analizar los resultados uniendo las variaciones residual y de interaccion,
como propugnan algunos estadisticos, encontramos que V; + Vp = 65 + 848 = 913 para la
variacidn conjunta y ¥, + Ve = 3 + 32 = 35 para los grados de libertad conjuntos, que nos da
una varianza conjunta de 91.3/35 = 2.61, Usar cste valor en lugar de 2.65 para el denominador de
Fen la Tabla 16.23 no afecta a las conclusiones antes alcanzadas.

Rehacer el Problema 16.13 al nivel de significacion 0.01.
Solucién

A este nivel no hay todavia interaccién apreciable, asi que podemos continuar.

Como Fgy = 447 para 3 y 32 grados de libertad y el F calculado para filas es 6.42, podemos
concluir que incluso al nivel 0.01 las maquinas no son igualmente efectivas.

Como Foy = 7.51 para 1 ¥ 32 grados de libertad ¥y la F para columnas es 3.06, podemos concluir
que al nivel de significacion 0.01 no hay diferencia significativa entre turnos.

CUADRADOS LATINOS

16.15.

Un labrador quiere contrastar los efectos de cuatro fertilizantes (A, B, C y D) en la produccion de
trigo. Con el fin de eliminar fuentes de error debidas a la variabilidad en la fertilidad del suelo, los
utiliza en una disposicion de cuadrado latino, tal como indica la Tabla 16.24, donde los numeros
estan en bushels por unidad de drea. Hacer un analisis de varianza para determinar si hay diferencia
entre los fertilizantes al nivel de significacion (a) 0.05 y (6) 0.01.

Solucion

Primero obtenemos totales de filas y columnas (véase Tabla 16.25). También obtenemos las
producciones totales de cada uno de los fertilizantes (véase Tabla 16.26). La variacién total y las
variaciones para filas, columnas y tratamientos se deducen de ahi del modo usnal. Encontramos:

La variacion total es

295)2
V=118 4+ @IP + 2% + - % (10 + (17)2 - (?)— =
= 5769 — 5439.06 = 329.94
Tabla 16.24 Tabla 16.25

Total

A18 C21 D25 Bil
A 18 21 D25 B 11 75

D22 B12 415 C19
D 22 B 12 A 15 C 19 68

B15 420 €23 bp24
B 15 A20 C 23 D24 82

E 22 D21 B10 4 l?'J

C 22 D 21 B 10 A7 70
FTotal 77 74 73 71 205
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Tabla 16.26

A B C D

Total 70 | 48 85 92 295

La variacion entre filas es

Lo (69 62 (07 (2997 _ .

4 4 4 4 16 :
= 546825 — 5439.06 = 29.19

La variacion entre columnas es

TN ) ) R ) P L)

4 4 4 4 16
= 544375 — 5439.06 = 4.69

La variacion entre tratamientos cs

y JO07 @87 @ 02 (957

4 4 4 4 16
= 572325 — 5439.06 = 284.19

La Tabla 16.27 muestra ¢l analisis de la varianza.

Tabla 16.27
Variacion G1.'ados ae Cuadrado medio F
libertad

Filas, 29.19 3 9.73 492
Columnas, 4.69 3 1.563 0.79
Tratamientos, 284.19 3 94.73 47.9
Residuales, 11.87 6 1.978
Total, 329.94 15

() Como Fgs 5 5 = 4.76, podemos rechazar al nivel 0.05 la hipotesis de medias de fila iguales. Se
sigue gue al nivel 0.05 hay diferencia en fertilidad del terreno de una fila a otra.
Como el valor F para columnas es menor que 1, no hay diferencia en fertilidad en las
columnas.
Ya que el valor F para tratamientos es 47.9 > 4.76, concluimos que hay diferencia entre los
fertilizantes,
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(b) Puesto que Fgq 5.5 = 9.78, podemos aceptar la hipotesis de que no hay diferencia en fertilidad
en las filas (o en las columnas) al nivel 0.01. Sin embargo, debemos concluir todavia que hay
diferencia entre los fertilizantes al nivel 0.01.

CUADRADOS GRECO-LATINOS

16.16.

16.17.

Interesa saber si hay diferencia en millas recorridas por galon entre las gasolinas 4, B, C'y D. Disefiar
un experimento con cuatro conductores distintos, cuatro coches distintos y cuatro carreteras distintas.

Solucion

Como se usa el mismo nimero de cada uno de los factores, podemos recurrir a un cuadrado
greco-latino. Supongamos que los diferentes coches se representan por filas y los diferentes conduc-
tores por columnas, como en la Tabla 16.28. Ahora asignamos las diferentes gasolinas (4, B, Cy D)
a las filas y columnas al azar, con el tnico requisito de que cada letra aparezca una vez en cada fila
y en cada columna. Asi pues, cada conductor conducird una vez cada coche y usard una vez cada
gasolina, y ninglin coche sera conducido dos veces con la misma gasolina.

Ahora asignamos al azar las cuatro carreteras, denotadas por 2, §, ¥ y 4, con ¢l mismo requisito
impuesto sobre los cuadrados latinos. Asi que cada conductor tendrd oportunidad de conducir por
cada una de ellas. La Tabla 16.28 muestra una de las posibles disposiciones.

Tabla 16.28

Conductor

Coche 1 B, Ay D; E

Coche 2 A; B C, Dy

Coche 3 D, Cs B, A

Coche 4 Cy D, A, B

Supongamos que al realizar el experimento del Problema 16.16, el nimero de millas por galon resulta
ser el que indica la Tabla 16.29. Determinar por analisis de varianza si hay diferencias al nivel de
significacion 0.05.

Tabla 16.29

Conductor
1 2 3 4
Coche 1 B, 19 Ay 16 D; 16 C, 14
Coche 2 A 15 B, 18 (GF8 | D 15
Coche 3 D, 14 Cs 11 B, 21 A, 16
Coche 4 Cy 16 D, 16 A, 15 B; 23
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Solucion

Primero obtenemos los totales de filas y columnas (véase Tabla 16.30) y a continuacion los totales
para cada letra latina y para cada letra griega, como sigue;

Atotal: 15 + 16 + 15 + 16 = 62
Btotal: 19 + 18 + 21 + 23 = 81
C total: 16 + 11 + 11 + 14 = 52
Dtotal: 14 + 16 + 16 + 15 = 61
xtotal: 14 + 18 + 15 + 14 = 61
ftotal: 16 + 16 + 21 + 15 = 68
ytotal: 19 + 16 + 11 + 16 = 62
d total: 15 + 11 + 16 + 23 = 65
Tabla 16.30

Total

B, 19 Ay 16 D; 16 C, 14 65

Ay 15 B, 18 C, 11 Dy 15 59

D, 14 C; 11 Bﬁ 21 A, 16 62

C;y 16 D, 16 A, 15 B; 23 70

Total 64 61 63 68 256

Ahora calculamos las variaciones correspondientes a todas éstas, mediante el método abreviado:

(63)% (59?2 (622 (70)* (256)*
SRt — 0 —4112.50 — 4096 = 16.
2 + 4 + 2 2 T3 0] 6.50

; (64)° (61> (63)> (68)" (256)*
Columnas: 3 +_4_+T+ - -

. (627 (81)* (52)* (61 (256)*
(Gasolinas (4, B, C, D). A +T+T+ T

2 (68)* (62)* (657 (256)
Carreteras (o, f, y, d): (5‘11—)4-( 4] +{ 4) +{ 4} —( 16) =4103.50 — 4096 = 7.50

Filas:

= 4102.50 — 4096 = 6.50

=4207.50 — 4096 = 111.50

La variacion total es

256)2
(190 + (16)% + (16)2 + --- + (152 + (23) —%: 4244 — 4096 = 148.00

de manera que la variacion debida a error es

148.00 — 16.50 — 6.50 — 111.50 — 7.50 = 6.00
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Los resultados del analisis de varianza se recogen en la Tabla 16.31. El numero total de grados
de libertad es N2 — 1 para un cuadrado N x N. Cada fila, columna, letra latina y letra griega tiene
N — 1 grados de libertad. Asi pues, los grados de libertad para el error son N2 — 1 — 4N — 1) =
= (N — 1){N — 3). En nuestro caso, N = 4.

Tenemos Fgs 3.5 = 928 y Fog 3.5 = 29.5. Luego podemos rechazar la hipotesis de que las
gasolinas son iguales al nivel 0.05 pero no al 0.01.

PROBLEMAS DIVERSOS
16.18. Probar [como en la ecuacion (15) de este capitulo] que zj o, = 0.

Solucién

Las medias de tratamiento de la poblacion y; y la media de la poblacion estan relacionadas por
1
p=->pu (53)
a’y

Entonces, como o; = p; — p, tenemos, usando la ecuacion (53),

LG =205 -0 =3 ap =0 (54)
Tabla 16.31
Vaiiacion Gr.‘ados de Cuadrado medio /3
libertad

Filas1 g;}ghes), 3 5.500 % =275
Columnas 6(.(:500nductorcs], 3 2.167 % = 1.08
Gasn]ina‘lsl{lzjis,UB, C, D), 3 37.167 % = 186
Carretera;;g, B, 7. 8), 3 2.500 % =125

Eérg{)]a" 3 2.000

a s

16.19." Deducir (¢) la ecuacion (16) y () la ecuacion (17) de este capitulo.
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Solucion

(a) Por definicion se tiene

) a
.Z(XJ"‘ — X)) =5 Z I:E Z (X — A_’j_){l =_b ‘Zl S_,?
=

donde S; es la varianza de la muestra para el j-¢simo tratamiento. Entonces, como el tamafio
de la muestra es b,

EVy) = b Z E(S%) =b Z (b = 52) = alb — 1)a?

(b) Por definicion,

Va=b 3 (K, = %P =b

I

IIM\:

Yi-2% 3 X, +ab¥i=b 3 Xi-ab¥?
i=

j=1

yaque X = [ZJ- X)/a. Omitiendo el indice de suma, se ticne
E(Vg) = b Z E[}?ﬁ) — abE(X?) (55)

Ahora bien, para cualquier variable aleatoria U, E(U?) = var (U) + [E(U)]? donde var (U)
denota la varianza de U. Asi pues,

E{Yf} = var (X’j_] + [E{)?j_}]z (56)

E(X?) = var (X) + [E(X)])? (57)

Pero como las poblaciones de los tratamientos son normales con medias pu; = u + «, tenemos

que

2

var (X;) = > (58)
02

var (X) = — (59)
ab

EX;) =p=p+ o (60)

EX) = u (61)

Los resultados (56) a (61) junto con (53) nos dan

a? a?
bZ[F + [,u e Oij)z] T abl:g +- _H.Zjl o

as® + by (u + o)} — o> — ab’® =
(a — 1)o* + abp® + 2bp Y a; + b)Y o + aby® =
=(a— o + b} o?

I

E(V)




16.20.
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Demostrar el Teorema 1 de este capitulo.

Soluciéon

Como muestra el Problema 16.19,

b

0_2

L‘N

a V. a
Bp=b ). S osal oy
= g =

donde S} es la varianza de la muestra para muestras de tamafio b tomadas en la poblacion del
tratamiento j, De la pagina 254 vemos que bS?/o? tiene una distribucion ji-cuadrado con b — 1 grados
de libertad. Luego, como las varianzas S? son independientes, concluimos de la pagina 272 que |
tiene una distribucion ji-cuadrado con a(b — 1) grados de libertad.

EXPERIMENTOS DE UN FACTOR rencia significativa al nivel de significacion

16.21.

16.22.

Se realiza un experimento para determinar () S0e 180 0 0L entee Tpsil it as,

las producciones de 5 variedades de trigo: Tabla 16.33
A4, B, C, D y E. Se asignan 4 parcelas a cada
variedad. Las producciones (en bushels por A |33 38 36 40 31 35
acre) se dan en la Tabla 16.32. Supuesto
que las parcelas son de la misma fertilidad B |32 40 42 38 30 34
¥ que las variedades se asignan al azar a las
parcelas, determinar si hay diferencia entre G |31 37 3B 33 34 30
las producciones al nivel de significacion (a)
0.05 y (b) 0.01. b |29 34 32 30 33 31
Tabla 16.32
16.23. Un profesor quiere contrastar tres tipos dis-
A |20 12 15 19 tintos de ensefianza: I, II y TII. Para ello,
escoge al azar tres grupos de 5 estudiantes
B (17 14 12 15 cada uno, y aplica a cada uno un método
distinto. Tras proponer, al-final del curso,
C (23 16 18 14 el mismo examen a todos ellos, se obtienen
las notas que indica la Tabla 16.34. Deter-
D (15 17 20 12 minar si hay diferencia significativa entre
los tres métodos al nivel de significacion (a)
7l s T 1 el WS 0.05 y (b) 0.01.
Tabla 16.34
Una empresa quiere comparar cuatro tipos Método 1 75 62 71 S8 T3
de llantas: 4, B, C y D. Sus vidas medias en
rodaje (en miles de millas) se dan en la Método ITT | 81 85 68 92 90
Tabla 16.33, donde cada tipo ha sido pro-
bado en seis coches similares asignados al Método TIT | 73 79 60 75 8l
azar a las llantas. Determinar si hay dife-
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MODIFICACIONES PARA NUMEROQOS
DISTINTOS DE OBSERVACIONES

16.24.

16.25.

La Tabla 16.35 da el nimero de millas por
galon recorridas por coches similares usando
cinco tipos distintos de gasolina. Determinar
si hay diferencia significativa entre las gaso-
linas al nivel de significacion (@) 0.05 y (b)
0.0L.

Tabla 16.35

Tipo 4 12 15 14 71115

Tipo B 14 12 15

Tipo C 11 12 10 14

Tipo D Ty s LEee Al

Tipo E 10 12 14 12

Durante un curso, un estudiante obtuvo las
calificaciones que figuran en la Tabla 16.36.
Determinar si hay diferencia significativa
entre esas calificaciones al nivel de signifi-
cacion.

Tabla 16.36

Matematicas 72 B0 83 75
Ciencias 8174 77
Inglés 88 82 90 R7 80

Economia 72 T W o7 A 4]

EXPERIMENTOS DE DOS FACTORES

16.26.

Los articulos manufacturados por una com-
pafiia se producen en 3 maquinas distintas
manejadas por 3 operarios diferentes. El
duefio desea saber si hay diferencia () entre
los operarios y (b) entre las maquinas. Se
realiza un experimento para conocer el nu-
mero de articulos producidos al dia, con los
resultados que recoge la Tabla 16.37. Esta-
blecer la deseada informacion al nivel de
significacion 0.05.

16.27.

16.28.

16.29.

16.30.

16.31.

Tabla 16.37
Operador
| SR S
Maquina 4 23 27 24
Maquina B 34 30 28
Maéquina C 28 25 .27

Rehacer el Problema 16.26 al nivel de sig-
nificacion 0.01.

Se siembran semillas de maiz de 4 tipos
distintos en 5 bloques, cada bloque dividide
en 4 parcelas que se asignan al azar a dichos
4 tipos de semillas. Determinar el nivel de
significacién 0.05 si las producciones en
bushels por acre, dadas en la Tabla 16.38,
varian significativamente con diferentes (a)
terrenos (o sea, los 5 bloques) y (b) tipos de
maiz.

Tabla 16.38

Tipo de maiz

I I I IV
Bloque 4 12 15 10 M
Bloque B Rl O |

Bloque C 14 18 15 12
Bloque D 11 516 42 16
Blogue E 1617117 14

Resolver el Problema 16.28 al nivel de sig-
nificacion 0.01.

Supongamos que en el Problema 16.22 se
hace la primera observacion para cada tipo
de llanta usando un tipo particular de coche.
la segunda con otro tipo de coche, ctc.
Determinar si hay diferencia significativa al
nivel de significacion 0.05 entre (a) los tipos
de llantas y (b) las clases de coches usados.

Rehacer el Problema 16.30 al nivel de sig-
nificacién 0.01.




16.32.

16.33.

Supongamos que en el Problema 1623 la
primera entrada para cada meétodo de ense-
fianza corresponde a un estudiante de un
colegio concreto, la segunda a uno de otro
colegio, etc. Contrastar la hipotesis, al nivel
de significacion 0.05, de que hay diferencia
entre (a) los métodos de ensefianza y (b) los
colegios.

Se realiza un experimento para saber si el
color del cabello y la altura de mujeres adul-
tas en EE.UU. tienen alguna influencia sobre
el rendimiento escolar. Los resultados figu-
ran en la Tabla 16.39, donde los numeros
indican individuos en el 10% mas alto de
entre los que se gradtan. Analizar el expe-
rimento al nivel de significacion 0.05.

Tabla 16.39

Pelirroja | Rubia | Castana

Alta 75 78 80

Media 81 76 79

Baja 73 75 77

16.34.

Repetir el Problema 16.33 al nivel de signi-
ficacion 0.01.

EXPERIMENTOS DE DOS FACTORES

CON

16.35.

REPETICION

Supongamos que el experimento del Pro-
blema 16.21 se realiz en ¢l sur de EE.UU.
y que las columnas de la Tabla 16.32 indi-
can ahora 4 tipos de fertilizantes, mientras

Tabla 16.40

A 16 IR 200 23

B 15 17 16 19

{4 21 19 18 21

D 18 22 21 23

E 17 18 24 20

16.36.

16.37.
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que un experimento similar se llevd a cabo
en el Oeste con los resultados de la Tabla
16.40. Determinar al nivel de significacion
0.05 si hay diferencia en produccién debida
a (a) los fertilizantes y (b) la localizacion.

Rehacer el Problema 16.35 al nivel de sig-
nificacion 0.01.

La Tabla 1641 da el nimero de articulos
producidos por 4 trabajadores en dos mi-
quinas distintas, I y I, en diferentes dias de
la semana. Determinar si hay diferencia sig-
nificativa al nivel 0.05 entre (a) los traba-
jadores y (#) las maquinas.

Tabla 16.41

Magquina I

L. Mar. Mier. 1. V.

Operador 4 | 15 18 170,20, 12
Operador B | 12 16 14 18 11
Operador C | 14 17 18 16 13
Operador D [ 19 16 21 23 18

Magquina II

L. Mar. Mier. I V.

Operador 4 | 14 16 18 17 15
Operador B | 11 15 120 16 12
Operador € | 12 14 16 14 11
Operador D | 17 15 18 20 17

CUADRADOS LATINOS
16.38.

Se lleva a cabo un experimento para com-
probar los efectos en la produccion de maiz
de 4 fertilizantes (4, B, C'y D) y de las
variaciones del terreno en dos direcciones
perpendiculares. El cuadrado latino de la
Tabla 16.42 da los resultados obtenidos,
donde los nimeros muestran la produccion
de maiz por unidad de drea. Contrastar al
nivel de significacion 0.01 la hipotesis de
que no hay diferencia entre (a) los fertili-
zantes y (b) las variaciones del terreno.
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16.39.

16.40.

Tabla 16.42

cC 3 410 D12 B 11

4 14 C 12 B 11 D 15

D 10 B 14 C 16 410

B 7 D 16 414 c12

Resolver el Problema 16.38 al nivel de signi-
ficacion 0.05.

Con referencia al Problema 16.33, supon-
gamos que introducimos un factor adicio-
nal, dando la parte E, M o W de los EE.ULL
en que nacid un estudiante, como muestra
la Tabla 16.43. Determinar si hay diferencia
significativa al nivel 0.05 en los rendimien-
tos escolares debidas a diferencias en (a)
altura, (b) color del cabello y (¢) lugar de
nacimiento.

Tabla 16.43

E T3 W8 M 80

M 81 E 76 w79

w3 M 75 L

CUADRADOS GRECO-LATINOS

16.41.

Con objeto de lograr mejorar la calidad de
un pienso para gallinas, se han afiadido dos
productos quimicos a sus ingredientes basi-
cos. Las distintas cantidades del primero se
indican por 4, B, C y D, y las del segundo
por o, B, y v 8. Se da el pienso a animales
ordenados en grupos de acuerdo con cuatro
pesos iniciales diferentes (W, W, Wi y W)
y cuatro especies diferentes (S;, S5, S3 ¥
S,). Los aumentos de peso por unidad de
tiempo vienen dados en el cuadrado greco-
latino de la Tabla 16.44. Hacer un anélisis
de varianza del experimento al nivel de sig-
nificacion 0.05, sacando las conclusiones
pertinentes.

Tabla 16.44

Spied i

S, A;4 | D, 3| Cp 7| B, 3

S | Dps5e|iA; 6B 5| €6

S, | B,6 | Cs10| D, 10| 4,8

16.42. Cuatro tipos de cables (T}, T3, T3 y T}) se

fabrican en cada una de las empresas (Ci,
C,, C; y C,). Cuatro operarios (4, B, Cy
D) usando cuatro maquinas distintas (o, f,
¥y &) miden las tensiones de ruptura de
esos cables, obteniendo los valores prome-
dio que indica el cuadrado greco-latino de
la Tabla 16.45. Hacer un anélisis de varianza
al nivel de significacion 0.05 para llegar a
las conclusiones pertinentes.

Tabla 16.45

= & & €;

T, |A,164|B,181|C, 193 |D; 160

T, |C;171|D, 162 4, 183 | B, 145

T, |D, 198 |C,212| B, 207 | 4, 188

T, | B, 157| 4,172 | D, 166 | C, 136

PROBLEMAS DIVERSOS
16.43. La Tabla 16.46 proporciona datos sobre la

herrumbre acumulada sobre el hierro tra-

Tabla 16.46




16.44.

tado con productos quimicos 4, B o C,
respectivamente, Determinar al nivel de sig-
nificacion (a) 0.05 y (b) 0.01 si hay diferencia
significativa entre esos tratamientos.

Un experimento mide los coeficientes de
inteligencia (IQ) de estudiantes varones adul-
tos de estatura alta, media y baja, con los
resultados que figuran en la Tabla 16.47.
Determinar si hay diferencia significativa al
nivel de significacion (a) 0.05 y (b) 0.01 en
los 1Q por efecto de las diferencias en al-
tura.

Tabla 16.47

Alto 110 105 118 112 90

Bajo 95 103 115 107

Medio 108 112 93 104 96 102
16.45. Probar los resultados (10), (11) y (12) de este

16.46.

capitulo.

Se hace una prueba para saber si responden
mejor los veteranos o los no veteranos de
diversos 1Q. Las calificaciones obtenidas son
las de la Tabla 16.48. Determinar si hay
diferencia significativa al nivel de significa-
cion 0.05, debida a diferencias en (a) ser o
no veterano y (b) 1Q.

Tabla 16.48
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Analizar los datos de la tabla al nivel de
significacion 0.05 y establecer conclusiones.

Resultado del test
Alto Medio Bajo
1Q 1Q 1Q
Veterano 90 81 74
No veterano 85 78 70
16.47. Repetir el Problema 1646 al nivel de sig-

16.48.

nificacion 0.01.

La Tabla 16.49 muestra las notas de una
muestra de estudiantes procedentes de dife-
rentes partes del pais y con diferentes 1Q.

Tabla 16.49
Resultado del test

Alto Medio Bajo

1Q IQ 1Q
Este 88 80 72
Oeste 84 78 75
Sur 36 82 70
Norte y central 80 75 79

16.49. Resolver el Problema 16.48 al nivel de sig-
nificacion 0.01.

16.50. En el Problema 16.37, jpuede determinar si
hay diferencia significativa en el nimero de
articulos producidos en distintos dias de la
semana? Expliquese.

16.51. En calculos de analisis de varianza se sabe
que puede afadirse o restarse una cons-
tante adecuada a cada entrada sin que ello
afecte a las conclusiones. (Es eso cierto
también si cada entrada se multiplica por
una constante? Justificar la respuesta.

16.52. Deducir los resultados (24), (25) y (26) para
niimeros distintos de observaciones.

16.53. Supongamos que los resultados de 1a Tabla

16.46 del Problema 16.43 son validos para
la parte nordeste de los EE.UU., mientras
que los de la Tabla 16.50 lo son para la
parte oeste. Determinar al nivel de signifi-
cacion 0.05 si hay diferencias debidas a (q)
los productos quimicos y (b) la localizacion.

Tabla 16.50
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16.54.

16.55.

16.56.

16.57.

ESTADISTICA

Refiriéndonos a los Problemas 16.21 y 16.35,
supongamos que se realiza un experimento
adicional en la parte nordeste de EE.UU. y
produce los resultados de la Tabla 16.51.
Determinar al nivel 0.05 si hay diferencia en
la produccion debida (a) a los fertilizantes,
y (b) a las tres localizaciones.

Tabla 16.51

A 17 14 18 12

B 20 10 20 15
C 18 15 16 17
D i2 11 14 11

£ 15 12 19 14

Repetir el Problema 16.54 al nivel de signi-
ficacion 0.01.

Hacer un analisis de varianza del cuadrado
latino de 1a Tabla 16.52 al nivel de signifi-
cacion 0.05 y establecer las conclusiones
pertinentes.

Describir un experimento que conduzca al
cuadrado latino de la Tabla 16.52.

Tabla 16.52

Factor 1

Bl6 | C21 | A15

Factor2 | A18 | B23 | C 14

C15 | A18 | B12

16.58.

Factor 2

16.59.

16.60.

16.61.

16.62.

16.63.

Hacer un analisis de varianza del cuadrado
greco-latino de la Tabla 16.53 al nivel de
significacion 0.05 y sacar las conclusiones.

Tabla 16.53

Factor 1

B, 12

D, 15

C,16 | Dy 6| A, 17| B, 7

Describir un experimento que conduzca al
cuadrado greco-latino de la Tabla 16.53,

Describir como usar el analisis de varianza
para experimentos de tres factores con repe-
ticion.

Enunciar y resolver un problema que ilustre
el procedimiento del Problema 16.60.

Probar (a) la ecuacion (30) y (b) los resul-
tados (31) a (34) de este capitulo.

En la practica, jcabe esperar hallar (a) un
cuadrado latino 2 x 2 y (b) un cuadrado
greco-latino 3 x 3?7 Explicar la razon,




CAPITULO 1 7

Contrastes no parameétricos

INTRODUCCION

La mayor parte de los contrastes de hipotesis y significacion (o reglas de decisidn) considerados en
los capitulos precedentes requieren varias suposiciones acerca de la distribucion de la poblacion
cuyas muestras s¢ analizan. Por ejemplo, en la pagina 187 las distribuciones de la poblacion se
exigian normales o casi normales.

En la practica aparecen situaciones en las que tales requisitos no estan justificados, como es el
caso de una poblacién fuertemente asimétrica. A causa de ello, los estadisticos han creado varios
contrastes y métodos que son independientes de las distribuciones de la poblacion y de los
parametros asociados. Estos se llaman contrastes o tests no parametricos.

Los tests no paramétricos se pueden usar como abreviaciones de contrastes mas complicados.
Son especialmente Gtiles cuando se trata con datos no numericos, por gjemplo, cuando los consumi-
dores colocan productos por orden de preferencia.

EL TEST DE LOS SIGNOS

Consideremos la Tabla 17.1, que indica los nimeros de tuercas defectuosas producidas por dos
tipos de maquinas, 1 y 11, en 12 dias consecutivos y que suponc que ambas maquinas tienen la
misma produccion diaria. Deseamos contrastar la hipotesis H, de que no hay diferencia entre las
méquinas: que las diferencias observadas se deben simplemente al azar, lo que equivale a decir que
las muestras proceden de la misma poblacion.

Un sencillo test no paramétrico en este caso de muestras emparejadas la proporciona el test de
los signos, que consiste en tomar la diferencia entre los niimeros de tuercas defectuosas cada dia y
escribir solo el signo de esa diferencia; por ejemplo, para el primer dia se tiene 47-71, que es
negativo. De este modo se obtiene de la Tabla 17.1 la secuencia de signos

A — L = = (1)

(0 sea, tres + y nueve —). Ahora bien, si fuese tan probable obtener + como —, esperariamos seis +
+ y seis —. El contraste de H equivale al de si una moneda es buena sabiendo que en 12 tiradas
han salido 3 caras (+) y 9 cruces (—). Ello involucra a la distribucion binomial del Capitulo 7. El
Problema 17.1 muestra que mediante un contraste de dos colas con la distribucion binomial al nivel
de significacion 0.05, no podemos rechazar Hg; esto es, no hay diferencia entre las maquinas a ese
nivel.

411
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Tabla 17.1
Dia 1 2 3 4 5 6 7 8 G5 A0a 1l of2
Maquina | 47 56 54 49 36 438 51 38 61 49 56 52
Maquina II M 63 45 64 50 55 42 46 53 57 75 60

Nota I: Si un dia las maquinas producen el mismo numero de tuercas defectuosas, aparecera una diferencia
cero en la secuencia (1). En tal caso podemos omitir ese par de valores muestrales y utilizar 11 en vez de 12
observaciones.

Nota 2: Se puede usar también una aproximacion normal a la distribucién binomial, mediante correccion
por continuidad (véase Prob. 17.2).

Aunque el test de los signos es particularmente util para muestras emparejadas, como en la
Tabla 17.1, se puede usar también en problemas con una sola muestra (véase Probs. 17.3 y 17.4).

EL U-TEST DE MANN-WHITNEY

Consideremos la Tabla 17.2, que da las resistencias de cables fabricados con dos aleaciones
distintas, I y II. En esa tabla tenemos dos muestras: 8 cables de la aleaciéon I y 10 de la II. Queremos
decidir si hay o no diferencia entre las muestras, o sea, si proceden o no de una misma poblacion. Si
bien este problema se puede atacar con el contraste ¢ del Capitulo 11, es conveniente un test no
paramétrico llamado el U-test de Mann-Whitney, o abreviadamente, U-test. Consiste en los siguien-
tes pasos:

Tabla 17.2
Aleacion I Aleacion IT
18.3 16.4 227 17.8 12.6 14.1 205 10.7 15.9
18.9 25.3 16.1 24.2 19.6 12.9 15.2 11.8 14.7

Paso 1. Combinar todos los valores muestrales en una ordenacion del menor al mayor, vy
asignar rangos (en este caso de 1 a 8) a todos esos valores. Si dos 0 mas valores muestrales son
idénticos (o sea, son coincidencias), se les asigna a cada uno un rango que es la media de los rangos
que les hubieran correspondido sin tal coincidencia. Si la entrada 18.9 en la Tabla 17.2 fuese 18.3,
dos valores idénticos 18.3 ocuparian los rangos 12 y 13 en la ordenacion, de modo que se asignaria
a cada uno el rango $(12 + 13) = 12.5.

Paso 2. Hallar la suma de los rangos para cada muestra. Las denotamos R, y R;, donde N, y
N, son los respectivos tamafios muestrales. Por conveniencia elegimos N, que es el menor si son
desiguales tales que N; < N,. Una diferencia significativa entre las sumas de rangos R, y R,
implica una diferencia significativa entre las muestras.
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Paso 3. Para contrastar la diferencia entre las sumas de rangos, usamos el estadistico

NN+ 1)

U= NN, + 5

R, 2

correspondiente a la muestra 1. La distribucion muestral U es simétrica y tiene una media y una
varianza dadas por

NN N N,N, + N; + 1
Uy = ].22 O-E,r= 12(112 2 } (3)

8i N, y N, son ambos al menos iguales a 8, resulta que la distribucion de U es aproximada-
mente normal, de manera que

z=—"Y (@)

esta normalmente distribuido con media 0 y varianza 1. Usando el Apéndice II, podemos entonces
decidir si las muestras son significativamente diferentes. El Problema 17.5 ensefia que hay diferencia
significativa entre los cables al nivel 0.05.

Nota 3: Un valor correspondiente a la muestra 2 viene dado por el estadistico

NN, + 1)

U= NN, +
14¥3 3

R, 3)

y tiene la misma distribucion muestral que ¢l (2), con la media y la varianza de las formulas (3). El estadistico
(5) esta relacionado con el (2), porque si U; y U, son los valores correspondientes a los estadisticos (2) y (5),
respectivamente, se tiene

U, + U, = NN, (]

Se tiene ademas

R1+Rz=w @)

donde N = N, + N,. El resultado (7) proporciona una comprobacién para los calculos.
Nota 4: El estadistico U en (2) es el numero total de veces que los valores de la muestra 1 preceden a los de la

muestra 2 cuando todos los valores se ordenan de modo creciente. Ello proporciona un método alternativo de
recuento para hallar U.

EL H-TEST DE KRUSKAL-WALLIS

El U-test es un test no paramétrico para decidir si dos muestras provienen o no de la misma
poblacion. Una generalizacion para k muestras la da el H-test de Kruskal-Wallis, o simplemente
H-test.
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El H-test puede describirse como sigue: dean k& muestras de tamafios N,, N,, ..., N}, con tamafio
suma total N = N, + N, + .- + N,. Supongamos que los datos de todas las muestras se ordenan
y que las sumas de rangos para las k muestras son Ry, R,, ..., R, respectivamente. Si definimos el
estadistico

12 k. R?
H=—"— —L — 3N + 1 8
N TLE WAl ®)
se puede demostrar que su distribucion de muestreo es muy proxima a una distribucion ji-cuadrado
con k — 1 grados de libertad, supuesto que N;, N,, .., N, son al menos 5 todos ellos.
Fl H-test nos da un test no paramétrico en el andlisis de varianza para experimentos de un
factor, y admite generalizacion.

EL H-TEST CORREGIDO POR COINCIDENCIAS

En caso de haber demasiadas coincidencias entre las observaciones en los datos muestrales, el valor
de H dado por (8) es menor de lo que debiera. El valor corregido de H, denotado H, se obtiene
dividiendo el valor dado en (8) por ¢l factor de correccion

SHEUTA ) 8
N — N

donde T es el nimero de coincidencias correspondientes a cada observacion y donde la suma se

toma sobre todas las observaciones. Si no hay coincidencias, 7' = 0 y el factor (9) se reduce a 1, asi

que no se precisa correccion. En la practica, la correccion suele ser despreciable (o sea, no suficiente

para cambiar la decision).

EL TEST DE LAS RACHAS PARA EL CARACTER ALEATORIO

Aunque la palabra «aleatorio» ha sido utilizada con frecuencia en este libro (por ejemplo en
«muestreo aleatorio»), no hemos visto ningun criterio de aleatoriedad. Un test no paramétrico a tal
fin lo proporciona la teoria de rachas.

Para entender qué son las rachas (o escalones) consideremos una secuencia con dos simbolos, a
y b tal como

a alb b bla|b bla a a a alb b bla a a a] (10)

Al tirar una moneda, por ejemplo, a seria «cara» y b «cruz»; en el muestreo de tuercas defectuosas, a
seria «defectuosa» y b «no defectuosar.

Una racha se define como un conjunto de simbolos idénticos (o relacionados) contenido entre
dos simbolos diferentes o uno sélo si estamos al comienzo o al final de la secuencia. Leyendo de
izquierda a derecha en la secuencia (10) la primera racha, indicada por una barra vertical, consiste
de dos aes, la segunda de tres bes, la tercera de una o, etc. Hay siete rachas en total.
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Parece claro que existe relacion entre aleatoriedad y el numero de rachas. Asi, para la secuencia
alblalblalblalblalblalb] (11)

hay un esquema ciclico, en el que vamos de a a b, vuelta al a, etc, que dificilmente puede ser
aleatorio. En ese caso tenemos demasiadas rachas (de hecho, hay el maximo posible con ese niimero
de letras a y b).

Por otra parte, para la secuencia

a-vd BasSaETatat|PhRsh chivh e & a @ vah| bbb | (12)

parece haber un esquema de tendencia o de inercia, en el que las aes y las bes estin agrupadas. En
este caso hay demasiado pocas rachas, y no considerariamos tampoco aleatoria a esa secuencia.

Asi pues, una secuencia se considera no aleatoria si hay demasiadas o demasiado pocas rachas,
y aleatoria en los demas casos. Para cuantificar esa idea, supongamos que formamos todas las
posibles secuencias con N, aes y N, bes, para un tota! de N simbolos, (N; + N, = N). La coleccion
de todas esas secuencias nos da una distribucion muestral. Cada secuencia tiene asociado un
numero de rachas, denotado por ¥. De este modo nos vemos conducidos a la distribucion muestral
del estadistico V. Se demuestra que esta distribucion tiene media y varianza dadas por

IN,N, 2N, N,QN,N, — N, — N)
o T oy - 13
e e WEIWN, + NN, + N, — 1) ()

Mediante las formulas (13), podemos contrastar la hipotesis de aleatoriedad a niveles de significa-
cion apropiados. Resulta que si N, y N, son ambos al menos iguales a 8, entonces la distribucion
muestral de ¥ es muy proxima una distribucion normal. Luego

7 —
et (14)
Ty

esta normalmente distribuido con media 0 y varianza 1, y se puede utilizar el Apéndice II.

OTRAS APLICACIONES DEL TEST DE LAS RACHAS

He aqui otras aplicaciones del test de las rachas en problemas de estadistica:

1. Test sobre- y bajo-mediana para la aleatoriedad de datos numéricos. Para determinar si unos
datos numeéricos (como los tomados en una muestra) son aleatorios, los colocamos primero
en el mismo orden en que fueron tomados, hallamos la mediana y sustituimos cada entrada
por la letra a o b seglin que ese valor este sobre o bajo 1a mediana. Si un valor coincide con
la mediana, lo suprimimos. La muestra es aleatoria o no segun lo sea la secuencia de aes y
bes asi obtenida. (Véase Prob. 17.20).

2. Diferencias en poblaciones de las que se toman muestras. Sean dos muestras de tamafios m y
n, denotadas por ay, @y, ..., @y ¥ by b, .. b,. Para decidir si las muestras proceden o no de
una misma poblacién, colocamos los m + n valores en orden creciente. Si varios valores
coinciden, se ordenan por alglin procedimiento de azar (usando nimeros aleatorios, por
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ejemplo). Si la secuencia resultante es aleatoria, concluimos que las dos muestras no son
realmente diferentes y provienen, por tanto, de una misma poblacidn; si no es aleatoria, no
podemos sacar esa conclusion. Este test proporciona una alternativa al U-test de Mann-
Whitney (véase Prob. 17.21).

CORRELACION DE RANGO DE SPEARMAN

Se pueden usar también métodos no paramétricos para medir la correlacion de dos variables X ¢ Y.
En lugar de usar valores precisos de las variables, o cuando tal precision no es alcanzable, a los
datos se les pueden asignar un rango de 1 a N ordenandolos por su tamafio, importancia, etc. Si X e
Y tienen asignado un rango asi, el coeficiente de correlacion de rango, o formula de Spearman para la
correlacion de rango (como se suele llamar), viene dado por

63 D*

 N(N? =1 e

rs=l

donde D denota la diferencia entre los rangos de valores correspondientes de X e ¥, y donde N es ¢l
nimero de pares de valores (X, Y) en los datos.

EL TEST DE LOS SIGNOS

17.1. Con referencia a la Tabla 17.1, contrastar la hipotesis H,, de que no hay diferencia entre las maquinas I
y II frente a la hipotesis alternativa H, de que si la hay, al nivel de significacion 0.05

PriXx}

T Ie Lrseligs!
0. 1.2 -3 4 5 6 T,.8.9 4011 12

Figura 17.1.

Solucién

La Figura 17.1 es un grafico de la distribuciéon binemial (y una aproximacién normal a ella) que da
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las probabilidades de X caras en 12 tiradas de una moneda buena, donde X = 0, I, 2, .., 12. Del
Capitulo 7 sabemos que la probabilidad de X caras es

[N INE LI = 123 /112
=0 - ()6 6) - ()6
de donde Pr{0} = 0.00024, Pr{1} = 0.00293, Pr{2} = 001611 y Pr{3} = 0.05371.

Como H, es la hipotesis de que hay diferencia entre las maquinas, no que la [ sea mejor que la I1,
usamos un contraste de dos colas. Al nivel de significacion 0.05 cada cola tiene asociada la probabili-
dad 40.05) = 0.025. Ahora sumamos las probabilidades de la cola izquierda hasta que la suma
sobrepase 0.025. Luego

Pr'{O, 1 6 2 caras} = 0.00024 + 0.00293 + 0.01611 = 0.01928
Pr{0, 1, 2 6 3 caras} = 000024 + 0.00293 + 0.01611 + 0.05371 = 0.07299
Como 0.025 es mayor que 0.01928 pero menor que 0.07299, podemos rechazar Hy si el nimero de
caras es 2 o menor (o por simetria, si es 10 0 mayor); no obstante, el numero de caras [los signos + en

la secuencia (1)] es 3. Luego no podemos rechazar H, al nivel de significacion 0.05 y debemos concluir
que no hay diferencia entre las maquinas a ese nivel. ’

Rehacer ¢l Problema 17.1 usando una aproximacion normal a la distribucién binomial.

Solucién

Para lograr una aproximacion normal a la distribucion binomial, usaremos el hecho de que el
recuento z correspondiente al numero de caras es

X XN
2 /Npq

(véase pag. 161). Como la variable X para la distribucion binomial es discreta mientras que para una
distribucion normal es continua, hacemos una ceorreccion por continuidad (por ejemplo, 3 caras es
realmente un valor entre 2,5 y 3,5 caras). Eso equivale a disminuir X en 0,551 X > Npy a aumentar X

en 0,5si X < Np. Ahorabien, N = 12, u = Np = (12(05) = 6 y g = /Npg = J(12){0.5)(0.5) =
= 1.73, de modo que

=

R
2= T = 145

Como esto es mayor que —1.96 (el valor de = para el cual el area en la cola izquierda es 0.025),
llegamos a la misma conclusién que en el Problema 17.1.

Notese que Pr{z £ —1.45} = 0.0735, que esta en buen acuerdo con la Pr{X < 3 caras} =
= 0.07299 del Problema 17.1.

La empresa PQR afirma que la vida media de un tipo de baterias que fabrica es superior a 250
horas(h). Un defensor de los consumidores desea saber si tal afirmacion esta justificada, y para ello
mide las vidas medias de 24 baterias, con los resultados que figuran en la Tabla 17.3. Supuesto que la
muestra era aleatoria, detérminar si la empresa tiene razén al nivel de significacion 0.05.
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Solucion

Sea H,, la hipotesis de que las baterias de esa empresa tienen vida media igual a 250 h, y sea H, la
hipotesis de que la vida media es mayor que 250 h. Para contrastar H,, podemos usar el test de los
signos. Para ello, restamos 250 a cada entrada de la Tabla 17.3 y anotamos los signos de las
diferencias, tal como indica la Tabla 17.4. Vemos que hay 15 signos + y 9 signos —.

Tabla 17.3 Tabla 17.4
271 230 198 275 282 225 284 219 SRl esnr o e, e iihe =il et RO
253 216 262 288 236 291 253 224 R EEEs L g RO S it s e
264 295 211 252 294 243 272 268 o BOHRU Seatan g 8 0 e

Usando un contraste unilateral al nivel de significacién 0.05, rechazariamos H, si el recuento z
fuese mayor que 1.645 (Fig. 17.2). Como el z, usando correccién por continuidad, es

(15 — 0.5) — (29)(0.5) s

= 1.02
(24)(0.5)(0.5)
la afirmacion de la empresa no estaba justificada al nivel 0.05.
Area = (.05

Figura 17.2.

174, La Tabla 17.5 recoge una muestra de 40 notas en un examen de ambito nacional. Contrastar al nivel
de significacion 0.05 la hipotesis de que la nota mediana de todos los participantes es (a) 66 vy (b) 75.

Solucibn

(@) Restando 66 de las entradas de 1a Tabla 17.5 y reteniendo sélo los signos de las diferencias, se
obtiene la Tabla 17.6, en la que hay 23 signos +, 15 signos — y 2 ceros. Descartados los Ceros,
quedan 23 + y 15 —. Usando un contraste bilateral con la distribucién normal con probabilida-
des $(0.05) = 0.025 en cada cola (Fig. 17.3), adoptamos la siguiente regla de decision:

Tabla 17.5

71 67 55 64 82 66 74 58 719 61
78 46 84 93 72 54 718 86 48 52
67 9 70 43 70 73 57 64 60 83
73 40 78 70 64 8 16 62 95 66
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Tabla 17.6
I e aiop e ke [ =
BN =t & SmaT
S R = o= o= F
e N, ot e s = e O
Tabla 17.7
RN RSt A R QIRE SR GRS =
SR A o e = =
N e e oL AT RS e IS
Area = 0025 Area = 0025

z =196 z =196
Figura 17.3.

Aceptar la hipdtesis si —1.96 < z < 1.96.
Rechazarla en caso contrario.

,_ X = Np _ (2305 — (3805
J/Npq /(38)(0.5)(0.5)

Como

aceptamos la hipotesis de que la mediana es 66, al nivel 0.05.
Notese que podriamos haber usado 15, el nimero de signos —. En ese caso,

o (15 + 0.5) — (38)(0.5)
{38)(0.5)(0.5)

= —114

con la misma conclusion.

419

Restando 75 de las entradas de 1a Tabla 17.5 se llega a la Tabla 17.7, con 13 + y 27 —. Como

= (13 + 0.5) — (40)(0.5) o e

(40)(0.5)(0.5)

rechazamos la hipotesis de que la mediana es 75, al nivel 0.05.

Por este método, podemos llegar al intervalo de confianza del 95% para la nota mediana del

examen. (Véase Prob. 17.30))
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EL U-TEST DE MANN-WHITNEY

17.5. Con referencia a la Tabla 17.2, determinar si hay diferencia entre los cables de aleaciones I y 11, al nivel
de significacion 0.05.

Solucién

Seguimos los pasos 1, 2 y 3 descritos antes en este capitulo.

Paso 1. Combinando los 18 valores de la muestra en una ordenacién de menor a mayor tenemos la
primera fila de la Tabla 17.8. La segunda fila les asigna rango de 1 a 18.

Paso 2. Para hallar la suma de los rangos de cada muestra, reescribimos la Tabla 17.2 usando los
rangos asociados de la Tabla 17.8, 1o que nos da la Tabla 17.9. La suma de los rangos es 106 para la
aleacion I y 65 para la aleacion I1.

Tabla 17.8

10.7 11.8 126 129 141 147 152 159 161 164 178 183 189 19.6 205 227 242 253
1 2 3 4 5 6 7 8 b AR [V L S b ) USRS - | S 7 A |

Paso 3. Puesto que la muestra de la aleacion I es de menor tamafio, N, = 8 y N, = 10, Las
correspondientes sumas de rangos son R, = 106 y R, = 65. Entonces
NN 1 8)(9
U= N,N, + ‘[—2‘+l — R, = (8)(10) + (—}21—} — 106 = 10
NN, _ (8)(10) ;3 _ NiNo(N, + N, + 1) (8)(10)(19)
A e s Las = = 126.67
=g 3 o 12 12 %
Tabla 17.9
Aleacion I Aleacion 11
Resistencia Resistencia
del cable Rango del cable Rango
18.3 12 12.6 3
16.4 10 14.1 5
227 16 205 15
17.8 11 10.7 1
18.9 13 159 8
253 18 19.6 14
16.1 9 12.9 4
242 17 15.2 7
11.8 2
106
i 147 6
Suma 65
Asi pues g, = 11.25y

z=U_'uU=IO_4O=—2.6?

Oy 11.25
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Como la hipotesis H,, que estamos estudiando es que no hay diferencia entre las aleaciones, se requiere
un contraste de dos colas. Al nivel de significacion 0.05, tenemos como regla de decision:

Aceptar H,si —1.96 € z < 1.96.
Rechazarla en caso contrario.

Como z = —2.67, rechazamos H, y concluimos que hay diferencia entre las dos aleaciones al nivel
0.05.

Comprobar los resultados (6) y (7) de este capitulo para los datos del Problema 17.5.

Solucion

(@) Dado que las muestras 1 y 2 resultan valores para U dados por

Ny(N; + 1 8)(9
U, = N;N, + —‘(—‘2—] — Ry = (8)(10) + (}zﬁ — 106 = 10
Ny(N, + 1 1
U, = N.N; + 2(—22+—] — R, = (8)(0) + ( 0]2{“) — 65 =70
tenemos U, + U, = 10 + 70 = 80 y N, N, = (8)(10) = 80.
() Como R; = 106 y R, = 65, tenemos R, + R, = 106 + 65 = 171y
NN +1) (N, + NIV, + N, + 1) (18)(19) =
2 o 2 T 7

Resolver el Problema 17.5 usando el estadistico U para la muestra de la aleacién IL

Solucion
Para la muestra de la aleacion II,
Ny(Ny + 1)
2

U=y 70— 40
" deh 0% il p5eLn

U= NN, + — R, = (8)(10) + — 65 =70

(10)(11)
2

asi que z

Este valor de z es el negative del z del Problema 17.5, y se usa la cola derecha de la distribucion normal
en vez de la izquierda. Ya que este valor de z también cae fuera de —1.96 < z < 1.96, la conclusién es
la misma que en ¢l Problema 17.5.

Un profesor de psicologia tiene dos clases, una matinal de 9 estudiantes y otra vespertina de 12. En un
examen comun a todos ellos, las notas fueron las que recoge la Tabla 17.10. ;Podemos concluir al nivel
de significacion 0.05 que la clase de la mafiana es peor que la de la tarde?

Tabla 17.10

Clase matinal 73 BTN IS SRy 66 95 75 7D

Clase vespertina 86 81 84 88 950 8 84 92 83 91 53 84
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Solucién

Paso I. La Tabla 17.11 muestra la ordenacion de notas y rangos. Notese que el rango para las dos
notas de 75 es (5 + 6) = 5.5, mientras que para las tres de 84 es 4(11 + 12 + 13) = 12.

Paso 2. Resscribiendo la Tabla 17.10 en términos de rangos obtenemos la Tabla 17.12.

Comprobacién: R, = 73, R, = 1538y N = N; + N, = 9 + 12 = 21;luego R, + R, = 73 +

+ 158 = 231y
NN + 1) @DE2
G0 ) 5 gy ety
2 2
Tabla 17.11

57 66 70 73 7575 79 81 82 83 84 84 84 85 86 87 8 90 91 92 95
| SR R ] 7 L I | 2 14 15 16 17 18 19 200 21

Tabla 17.12
Suma de
rangos
Clase matinal 4 16 =00 9 2. 21 58 3 73
Clase vespertina | 15 8 1Die 17 8 2l A70ali S5g 1 12 158

Paso 3.
NN, + 1 9)(1
U = N,N, +f‘{‘27+}— R, = (9)(12) +”(20) — 73 = 80
NN, (9)12) ,  NiNJN, + N, + 1) (9(12)(22)
= ot SR o — =
HESl 2 i 12 B 9
U —py 80 — 54
P 7 = — = — 1.
or tanto, " 1207 85

Puesto que deseamos contrastar la hipotesis H,, de que la clase de la mafana es peor que la otra frente
ala H, de que no hay diferencia al nivel 0.05, necesitamos un contraste unilateral. Con referencia a la
Figura 17.2, que se aplica aqui, tenemos la regla de decision:

Aceptar H, si z < 1.645,
Rechazar H, si z > 1.645.

Como ¢l valor real es z = 1.85 > 1.645, rechazamos H, y concluimos que la clase matinal es peor al
nivel 0.05. Fsa conclusion no se mantiene, sin embargo, al nivel de significacion 0.01 (véase Proble-
ma 17.33).

17.9. Hallar U para los datos de la Tabla 17.13, usando (q) la formula (2) de este capitulo y (b) el método de
recuentos descrito en la Nota 4 de este capitulo.

Solucién

(@) Ordenando los datos de ambas muestras en orden de magnitud creciente y asignandoles rangos
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de 1 a 5, se llega a la Tabla 17.14. Sustituyendo los datos de la Tabla 17.13 por los rangos
correspondientes se obtiene la Tabla 17.15, en la cual las sumas de rangos son R, =5y R, = 10.
Como N, = 2y N, = 3, ¢l valor de U para la muestra 1 es

Wi 1 1) st comepgm ot @Bl )

U= NN, + 5 -

El valor de U para la muestra 2 se halla de forma similar y es U = 2.

Tabla 17.13 Tabla 17.14
Muestra 1 22 10 Datos 10 =14 -+ T2 22 25
Muestra 2 17 25 14 Rango 1 2 3 4 5
Tabla 17.15
Suma de
rangos
Mugstra 1 4 1 5
Muestra 2 3 5 2 10

(&) Sustituyamos los valores muestrales en la Tabla 17.14 por T o II, segiin la muestra a la que el
valor pertenezca. Entonces la primera linea de la Tabla 17.14 pasa a ser

Datos I Il I I Il

De ahi vemos que

Numero de valores de la muestra 1 que preceden al primero de la muestra 2

I
LR - =

Numero de valores de la muestra 1 que preceden al segundo de la muestra 2
Nimero de valores de la muestra 1 que preceden al tercero de la muestra 2
Total =

Lue¢go el valor de U correspondiente a la muestra 1 es 4.
Analogamente se tiene

Nuimero de valores de la muestra 2 que preceden al primero de la muestra 1
Numero de valores de la muestra 2 que preceden al segundo de la muestra |
Total

1

I
(TS

Luego el valor de U para la muestra 2 es 2.
Notese que como N, = 2 y N, = 3, estos valores satisfacen U, + U, = N,N,; es decir,
44+ 2=(03) =6
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17.10. Se toman dos muestras sin reposicion de una poblacion que consiste en los valores 7, 12 y 15: la
primera muestra consta de un solo valor y la segunda de dos valores. [Entre ambas muestras cubren
toda la poblacion.]

(a) Hallar la distribucion de muestreo de U ¥ su gréfico.
(b) Hallar la media y la varianza de esa distribucion.
(¢) Comprobar los resultados de la parte (b) mediante las formulas (3) de zste capitulo.

Solucién

(@) Escogemos muestreo sin reposicion para evitar coincidencias, que ocurririan si, por ejemplo, el
valor 12 apareciese en ambas muestras.
Hay 32 = 6 posibilidades para escoger las muestras, como indica la Tabla 17.16. Debemos
observar que podriamos usar los rangos 1, 2 y 3 en vez de 7, 12 y 15. El valor de U en la Tabla
17.16, es el hallado para la muestra 1, pero si se usara el U para la muestra 2, la distribucién seria

la misma.
Tabla 17.16
Muestra 1 Muestra 2 U
7 12 15 2
7 15 12 2
12 7 5 1
12 15 T, 1
15 7 12 0
15 ] e T 0

El grafico de esta distribucion aparece en la Figura 174, donde f es la frecuencia. La
distribucién de probabilidad de U también puede representarse; en este caso Pr{l/ =0} = Pr{U=
= 1} = Pr{U = 2} = 1. El grafico pedido es ¢l mismo que el de la Figura 17.4, pero con las
ordenadas 1 y 2 sustituidas por § y 3, respectivamente.

Figura 174.

(b)) La media y la varianza halladas a partir de la Tabla 17.15 vienen dadas por

_2+2+1+1+0+0_

i
Ky 6

, -1+ -1P+0-1P+A-1P+O0-1)+0O0-17 2
faiiz 6 ~3
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(c) Por las formulas (3),

5 N NN, + N, + 1) _mAa + 2+ 1 o 2
o — = =

12 12 3

en buen acuerdo con la parte (a).

(a) Hallar la distribucion muestral de U en el Problema 17,9 y representarla graficamente.
(6) Representar la correspondiente distribucion de probabilidad de U.

(¢) Obtener la media y la varianza de U directamente de los resultados de la parte (a).
(d) Verificar la parte (c) usando las férmulas (3) de este capitulo.

Soluci6n

(a¢) En este caso hay 5-4:3-2 = 120 posibilidades para escoger valores en las dos muestras y el
metodo del Problema 17.9 es demasiado laborioso, Para simplificar el proceso, vamos a concen-
trarnos en la muestra menor (de tamafio N, = 2) y las posibles sumas de rangos, R. La suma de
los rangos para la muestra 1 es minima cuando la muestra consiste en los dos nimeros de rango
mas bajo (1, 2); entonces R, = 1 + 2 = 3, Analogamente, es maxima cuando la muestra 1 consta
de los niimeros de rango mas alto (4, 5); entonces R =4+ 5 =09 Luego R, variade 3a 9.

La columna 1 de la Tabla 17.17 da esos valores de R, (desde 3 hasta 9), y la golumna 2 da los
correspondientes valores en la muestra 1 cuya suma es R;. La columna 3 da la frecuencia (o
nimero) de muestras con suma R;; por gjemplo, hay /= 2 muestras con R, = 5. Como N, =2
N, = 3, tenemos

NyN, + 1 2
U= NN, + ‘(‘2+}—-R1=(2}(3}+Q§2—R1=9—R1
Tabla 17.17
R, Valores de la muestra 1 £ U Pr{U = R}
3 (1,2 1 6 0.1
4 (1,3 1 5 0.1
5 (L, 4), (2, 3) 2 4 0.2
6 (1, 5), (2, 4) 2 3 02
7 (25,34 2 2 02
8 (3, 5) 1 1 0.1
9 @, %) 1 0 0.1

Hallamos los correspondientes valores de U en la columna 4; nétese que cuando R, variade 3a 9,
U varia de 6 a 0. La distribucién muestral viene dada por las columnas 3 y 4, y su grafico por la
Figura 17.5
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NN

SIS

4 5 6 45,6

U Wl Ol 23

Figura 17.5. Figura 17.6.

(b) La probabilidad de que U = R, (es decir, Pr{U = R,}) aparece en la columna 5 de la Tabla 17.17
y se obtiene hallando la frecuencia relativa, cociente de cada frecuencia f por la suma de todas las
frecuencias, o sea 10; asi, Pr{U/ = 5} = ¥ = 0.2. El gréfico de la distribucion de probabilidad se
muestra en la Figura 17.6.

(¢) De las columnas 3 y 4 de la Tabla 17.17, se deduce

2SU _ (DO + (1)) + ) +(2)6) + @A) + (H(1) + (DO) _

= 3
o X7 1+142+2+2+1+1
LT~ Hf
2
Y/

& 6 -3+ M6 =32+ 2@ — 32+ @B —3)? +(2)2 - 3 + (1)1 —3)> + (1)(0 - 3)? 4

3
10

Otro método

(D) + (DG + Q@ * @B)* + @@ + MW)* + MO

- ST R o
op = U 0? 10 (3=3
(d) Por las formulas (3), usando Ny = 2 y N, = 3, tenemos
NN,  2A0) _ ., _ NNV + N, + 1) QO)E)
fy = =Tt =3 af = = =3

2 2 M 12 12
17.12. Si N numeros en un conjunto se enumeran con rangos de 1 a N, probar que la suma de rangos es
[NV + D)/2.
Solucién
Si llamamos R a la suma de rangos, tenemos

R=1+ 2+73 et N 1N (16)
R=N+WN=-1)+((N—-2+ - +2 +1 (17
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donde 1a suma en (17) se obtiene escribiendo la de (16) hacia atras. Sumando las ecuaciones (16) y (17)
resulta

W=WN+D+WN+D+N+D+ -+ N+D+N+1)=MN+1

ya que (N + 1) aparece N veces en la suma; asi pues, R = [NMWN + 1)]/2. Esto se puede obtener
también recurriendo al algebra elemental de progresiones aritméticas.

17.13. Si R2 son las respectivas sumas de rangos para las muestras | y 2 en el U-test, probar que
R, = [N(N + 1)]/2

Solucion

Suponemos que no hay coincidencias en los datos muestrales. Entonces R, ha de ser la suma de los
rangos (nimeros) del conjunto 1, 2, 3, ., N y R,, la suma de los restantes rangos. Asi que la suma
R, + R, debe ser la suma de todos los rangos del conjunto; esdecir, Ry + R, =1 4+ 2 + 3 + -+ +
+ N = [N(N + 1)1/2 por el Problema 17.12,

EL H-TEST DE KRUSKAL-WALLIS

17.14. Una empresa desea comprar una de las cinco maquinas distintas 4, B, C, D y E. En un experimento
disefiado para saber si hay diferencia en la eficacia de tales maquinas, cinco operarios expertos
trabajaron cada uno con las maquinas un mismo tiempo en cada una. Los resultados se recogen en la
Tabla 17.18, en nimero de unidades producidas. Contrastar la hipotesis de que no hay diferencia entre
ellas al nivel de significacion (a) 0.05 y (b) 0.01.

Tabla 17.18 Tabla 17.19
A 68 - T FT 4R SR Suma de
rangos
B 72 53 63 53 48
A 175, 2F 24 1 6.5 70
(3] 60 82 64 75 72
B 21 6.5 T35 . 6297 1 28 48.5
D 48 61 57 64 50
C 10 25 14 23 21 93
E 64 65 70 68 53
D 2y 11 9 14 4 40.5
E 14 i6 19 175 6.5 73
Solucién

Como hay 5 muestras (4, B, C, Dy E), k = 5.°Y como cada muestra consta de 5 valores, tenemos
N =N, =Ny =N, =Ns; = 5yN=N, + N, + Ny + N, + N; = 25. Ordenando todos los
valores en orden creciente de magnitud y asignando rangos apropiados a las coincidencias, cambiamos
la Tabla 17.18 por la 17.19, cuya columna de la derecha da la suma de rangos. Vemos de la Tabla
17.19 que R, = 70, R, = 48.5, Ry = 93, R, = 40.5y R; = 73. Luego

12
- NN + 1
ks [(70)-2 (4852 (937 T (40572 (737

(25)(26)

& R}
ZF—MN—FI)

— - = 6.44
. 5 st 5] 3(26)
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17.15.

17.16.

Pdra k — 1 = 4 grados de libertad al nivel de significacion 0.05, por el Apéndice IV sabemos que
x%s = 9.49. Puesto que 6.44 < 9.49, no podemos rechazar la hipétesis de igualdad entre la méaquinas
al nivel 0.05 y, por tanto, tampoco al 0.01. En otras palabras, podemos aceptar la hipétesis de que no
hay diferencia entre las maquinas a ambos niveles (o reservar nuestra opinion).

Notese que ya hemos resuelto este problema mediante analisis de varianza (véase Prob. 16.8) y
llegamos a la misma conclusién.

Repetir el Problema 17.14 haciendo correccion por coincidencias.

Solucién

La Tabla 17.20 da el namero de coincidencias correspondientes a cada una de las observaciones
con coincidencias. Por ejemplo, 48 aparece dos veces, de donde T = 2, y 53 aparece cuatro veces,
luego 7" = 4. Calculando 7° — T para cada valor de T y sumando, encontramos que Y (T — T) =
=64+ 60 + 24 + 6 + 24 = 120, como indica la Tabla 17.20. Entonces, como N = 25, el factor de
correccion es

Y(T? - T) 120
l-—= " =1- — = (.992
N*— N (25 — 25 o
y el valor corregido de H es
6.44
= — —
s 0.9923 6

Esta correccion no es suficiente para cambiar la decision del Problema 17.14.

Tabla 17.20

Observacion 48 53 64 68 72
Namero de coincidencias (T7) 2 4 3 2 3
f gl 6 60 24 6 24 (T —T) =120

Se toman al azar tres muestras de una poblacion. Al ordenar los datos de acuerdo con el rango se
obtiene la Tabla 17.21. Determinar si hay diferencia entre las muestras al nivel de significacién (2) 0.05
y () 0.01,

Soluci6én

Aquik =3, N, =4, N, =3, N

3 =5 N=N +N+Ny=12 R, =T+4+6+ 10 =27,
Ry =114+94+12=32yR; =5+1

+ 3 + 8 + 19. Por tanto,

12
N{N + 1) §

2 2 2 2
i?i W+ 1) = [{2”+@ 19)

— 3(13) = 6.83

(12)(13) 3 5 ] {13)

(@) Parak — 1 =3 — 1 = 2 grados de libertad, % = 5.99. Luego, como 6.83 > 5.99, concluimos
que hay diferencia significativa entre las muestras al nivel 0.05.

(b)) Para 2 grados de libertad, %5 = 9.21. Luego, como 6.83 < 9.21 no podemos concluir que haya
diferencia al nivel 0.01.




CONTRASTES NO PARAMETRICOS 429

Tabla 17.21
Muestra 1 Tl 6 10
Muestra 2 1T Q% 12
Muestra 3 3 i 3 g8 2

EL TEST DE LAS RACHAS PARA EL CARACTER ALEATORIO

17.17.  En 30 tiradas de una moneda se ha obtenido la siguiente secuencia de caras (H) y cruces (T):

7 I A A8 ol s el (R - i < (il = VI e LR - i - [ i (O - (T
H'T" # H T H T T H T B H T H T

(a) Hallar el numero de rachas, V-
(h) Decidir al nivel de significacién 0.05 si la secuencia es aleatoria.

Solucién

(a) Separando las rachas con barras verticales, vemos en

H|T TIH|T|IH H H|T|H H|T T|H|T|
H|T|H H|T|H| H HITIBIT]

que ¢l numero de rachas es ¥V = 22,
() Hay N, = 16 caras y N, = 14 cruces en la muestra dada, y por la parte (@) sabemos que el
numero.de rachas es ¥ = 22. Luego de (13) se deduce

_2(16)(14) 5 , _ A169a4)[2(16)(14) — 16 — 14] . __
Wm0 oy (16 + 14)%(16 + 14 — 1) ki

0 sea gy = 2.679. El z correspondiente a ¥ = 22 es, en consecuencia,

Vi 22— 159
g W St <l ol v
P 2.679

Ahora bien, para un contraste bilateral al nivel de significacion 0.05, aceptariamos la hipotesis H,
de aleatoriedad si —1.96 < z < 1.96 y la rechazariamos en caso contrario (véase Fig. 17.7), Como
el valor calculado de = es 2.27 > 1.96, concluimos que los lanzamientos no son aleatorios al nivel
0.05. El test nos ha hecho ver que hay demasiadas rachas, sugiriendo un esquema ciclico.

Si se hace correccion por continuidad, el z anterior pasa a ser

(22 — 05) — 1593
2679 ke

y se obtiene la misma conclusion.
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Area = 0.025 Area = 0.025

T 1.96 1.96
Figura 17.7.

17.18. Una muestra de 48 piezas producidas por una maquina ha dado la siguiente secuencia de piezas
correctas (G) v defectuosas (D):

G § 6 6 G 6 P b G 6 G G G G 6 G
Gy AU GRS G TIE S SiE G G G & TG
G. G 6 66 6 G b D 6 6 6 & & Db @ 6

Contrastar la aleatoriedad de esa secuencia al nivel de significacion 0.05.

Solucién

Los numeros de Des y Ges son N; = 10 y N, = 38, respectivamente, y el nimero de rachas es
V' = 11. Luego la media y la varianza vienen dadas por

 2(10)38)[2(10)(38) — 10 — 38]

2(10)(38)
! f— 688 o3 =
S 7 (10 + 38)%(10 + 38 — 1)

= =

Hy

asi que o, = 2.235.

Para un contraste bilateral al nivel de significacion 0.05, aceptariamos la hipotesis A de aleatorie-
dad si —1.96 < z £ 196 (véase Fig. 17.7) y la rechazariamos en caso contrario. Como el =
correspondiente a V' = 11 es

V—p 11— 1683
T ., 2935 7

—2.16

y —2.61 < —1.96, podemos rechazar H, al nivel 0.05.

El test pone de manifiesto que hay demasiado pocas rachas, indicando un hacinamiento de piezas
defectuosas. En otras palabras, parece haber un esquema de tendencia en la producciéon de piezas
defectuosas. Debe examinarse con mas profundidad el proceso de fabricacion.

17.19. (@) Formar todas las posibles sccuencias consistentes en tres aes y dos bes, y dar los numeros de
rachas V para cada una de ellas.
(b) Obtener la distribucion muestral de V' y su grafico.
(¢) Obtener la distribucién de probabilidad de V' y su grafico.
Solucion

(@) El nimero de posibles secuencias de ese tipo es

SRS
(2) = o
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Estas secuencias se recogen en la Tabla 17.22, junto con el nimero de rachas de cada una.

(A) La distribucion muestral de ¥ viene dada en la Tabla 17.23 (deducida de la Tabla 17.21), donde V
denota el nimero de rachas y f'la frecuencia. Por gjemplo, la Tabla 17.23 dice que hay 1 cinco, 4
cuatros, etc. El grafico correspondiente se puede ver en la Figura 17.8.

Tabla 17.22 Tabla 17.23

Secuencia Rachas (V) v i
& ety B, b 2 2 2
- f—p—lE b 4 3 3
s A S 3 4 4
7 s S Rl A s 5 3 1
T e A 3
- By S AT 4
K g S 2
b a b a a 4
T SN S S Sl T 3
B G tie f Dl 4

(¢) La distribucion de probabilidad de ¥V, dibujada en la Figura 17.9, se obtiene de la Tabla 17.23
dividiendo cada frecuencia por la frecuencia total 2 4 33 + 4 + 1 = 10. Por ejemplo, Pr{V = 5} =

S L
i Prlv}
0.4 —
0.3 —
0.2
01
Figura 17.8. Fig. 17.9.

17.20. Hallar (o) la media y (b) la varianza del nimero de rachas en el Problema 17.19 directamente de los
resultados alli obtenidos.

Solucién
(a) De la Tabla 17.22 tenemos
T A A i e N

2 10 5

Otro método
De la Tabla 17.22 el método de datos agrupados da

_ XV @)+ B)6) + @@ + (W) _ 17

s 2+3+4+1 5
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(#) Usando el método de datos agrupados para calcular la varianza, se sigue de la Tabla 17.23 que

 SE AR AL AL f i SR A s s g o InE]
JV—T—M (2){ 2 5 +(3){ 3 5 +(4)| 4 = +(D[ 5 5) =53

Otro método

Como en ¢l Capitulo 3, la varianza viene dada por

o~ VT _ pr _ Q@ + QO @@ +D6P (g)z 2
10 5 25

17.21. Resolver el Problema 17.20 con las formulas (13) de este capitulo.

Solucién
Puesto que hay tres aes y dos bes, se tiene N, = 3y N, = 2. Asi pues
2NN, 2(3)(2) 17
d = — = 4+ 1=
(@) B =N LR W 5

2N\ NN N, =N = Ny) 20 QR23)2) -3 -2] 21

N+ PN+ N, — 1) @+2B+2-1) 25

(b) oy =

OTRAS APLICACIONES DEL TEST DE LAS RACHAS

17.22. Con referencia al Problema 17.3, y adoptando un nivel de significacion 0.05, determinar si las vidas
medias muestrales de las baterias producidas por la empresa PQR son aleatorias.

Solucion

La Tabla 17.24 presenta las vidas medias en orden creciente de magnitud. Como hay 24 entradas
en la tabla, la mediana se obtiene de las dos centrales, 253 y 262, es 3253 + 262) = 257.5.
Reescribiendo los datos de la Tabla 17.3 poniendo una a si la entrada esta sobre la mediana y una b si
estd por debajo, se llega a la Tabla 17.25, en la que hay 12 aes, 12 bes y 15 rachas. Asi pues, N; = 12,
N, =12, N = 24, V' = 15, y se tiene

_ 2NN, L 202)1)
NNy L sl T
sl samys ebyg

Z o=

i

2(12)(12)(264)

2HAD3) =5.739

Hy T e sgee

luego

Con un contraste de dos colas al nivel de significacion 0.05, aceptariamos la hipotesis de aleatoriedad
si —1.96 < z £ 1.96. Como 0.835 cae dentro de ese intervalo, concluimos que la muestra es aleatoria.

Tabla 17.24 Tabla 17.25

b a a b a b
a a b a b b
h b a b uau u

198 211 216 219 224 225 230 236 a
243 252 253 253 262 264 268 271 b
272 275 282 284 288 291 294 295 a
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17.23. Resolver ¢l Problema 17.5 aplicando el test de las rachas para decidir sobre la aleatoriedad.

Solucién

La ordenacion de todos los valores de ambas muestras aparece en la linea 1 de la Tabla 17.8.
Usando los simbolos respectivos a y b para los datos de las muestras T y 11, se convierte en

b ohiehe b, b BB b oa aa a oa b b oagoao#

Como hay 4 rachas, tenemos V' = 4. N, = 8 y N, = 10. Entonces
2NN, 2(8)(10)
=— =gl =" 2% ] =088
SR T 18
” 2N NN, N, — N =Ny _ %{8](1?}(142] gy,
(Ny+ NLP(N, + N; = 1) (L8}~ (17)
) Ve, 4—9889
e s = ———=-290
e o 2.031

Si H, es la hipétesis de que no hay diferencia entre las aleaciones, esa s también la hipotesis de que la
secuencia anterior es aleatoria. La aceptariamos si —1.96 £ - < 1.96 y la rechazariamos en caso
contrario. Puesto que = = —2.90 esta fuera de ese intervalo, rechazamos H, y llegamos a la misma
conclusion que en el Problema 17.5.

Notese que si se hace correccion por continuidad,

V—py (4405 —9889

— —2.65
a, 2.031

y alcanzamos la' misma conclusion.

CORRELACION DE RANGO

17.24. La Tabla 17.26 muestra como fueron calificados 10 estudiantes de un curso de Biologia, ordenados
por letra alfabética, en laboratorio y en teoria. Hallar el coeficiente de correlacion de rango.

Tabla 17.26
Laboratorio g 3 9 2 7 10 4 6 1 5
Teoria T 0 W (A v TR ERA

Solucion

La diferencia en rangos; D, en laboratorio y en teoria, para cada estudiante se da en la Tabla 17.27,
que da también D? y 3 D? Luego

6T D: 6(24)

= =1————— = 0.8545
N(N? — 1) 10010 — 1)

|

indicando que hay una marcada relacion entre las calificaciones de laboratorio y de teoria.



434

17.25.

ESTADISTICA

Tabla 17.27

Diferencia de rangos (D) SO AR [ SR B 0 B N IR B B

D# S el S i e e e b B T =

En la Tabla 17.28 aparecen las alturas de una muestra de 12 padres y sus hijos mayores. Hallar el
coeficiente de correlacion de rango.

Tabla 17.28

‘Altura del padre (pulgadas) 65 63 67 64 68 62 T0 66 68 67 69 7I

‘Altura del hijo (pulgadas) 68 66 68 65 69 66 68 65 71 67 68 70

Solucion
Ordenados de menor a mayor, las alturas de los padres son.
62 63 64 65 66 67 67 68 68 69 71 (18)
Como el sexto y el séptimo lugares representan la misma altura (67 in), asignamos a esos lugares un
rango medio }(6 + 7) = 6.5. Andlogamente, al octavo y noveno lugar se les asigna rango (8 + 9) =
8.5. Asi que las alturas de los padres tienen asignados los rangos
1 2 3 4 5 65 65 85 85 10 11 12 (19)
De la misma manera, ordenadas de menor a mayor, las alturas de los hijos son

65 65 66 66 67 68 68 68 68 69 70 71 (20)

y como los lugares del sexto al noveno tienen la misma altura anotada (68 in), les asignamos el rango
medio 4(6 + 7 + 8 + 9) = 7.5. Asi pues, a las alturas de los hijos se les asignan los rangos

1.5 LS B35 38 5 925 95 78 7S 10 1 19 (21)

Usando las correspondencia(18) v (19), y (20) ¥ (21), podemos sustituir la Tabla 17.28 por la Tabla
17.29. La Tabla 17.30 da las diferencias en rangos, D, y los calculos de D? y Y D?, de donde

6y D? 6(72.50)
] e T S e e B TR
=l g o e e

Este resultado esta en buen acuerdo con el coeficiente de correlacién obtenido por otros métodos
(véanse Probs, 14.9, 14.14, 14.16 y 14.23).

Tabla 17.29

Rango del padre 4 2 6.5 3 8.5 1 11 5 85 65 =10 412

Rango del hijo TN T S R 1055381 pb5 00 15, 12 5 7.5 11
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Tabla 17.30
D a1 SOMERERIGEEIGERES {5 9.5 3 3530y TS 24 0 10
DZ| 1225 225 100 225 225 625 1225 1225 1225 225 625 1.00 |} D*=7250

PROBLEMAS SUPLEMENTARIOS

17.26.

EL TEST DE LOS SIGNOS

Una empresa afirma que si se anade su pro-
ducto en el depésito de gasolina de un
automovil, las millas recorridas por galon
aumentan. Para contrastar tal afirmacion,
se toman 15 automéviles distintos y sc mi-
den las millas por galén recorridas con y
sin ese producto, con los resultados de la
Tabla 17.31. Suponiendo que las condicio-
nes de conduccién son las mismas, determi-
nar si hay diferencia debida a esc producto,
al nivel de significacion (@) 0.05 y (5) 0.01.

Tabla 17.31

Con aditivo Sin aditivo
34.7 314
283 WD
19.6 204
251 24.6
15.7 14.9
24.5 223
28.7 26.8
23.5 241
o 26.2
32.1 314
29.6 28.8
224 23.1
25.7 24.0
28.1 243
243 229

17.27.

¢Se puede concluir al nivel de significacion
0.05 que las millas recorridas por galon en
el Problema 17.26 aumentan al afiadir ese
producto?

17.28.

17.29.

17.31.

Un club de adelgazamicnto anuncia que ha
preparado un programa especial que pro-
ducira pérdidas de peso de al menos un 6%
en un mes, si Se sigue rigurosamente. Para
comprobar esa afirmacion, 36 adultos si-
guen ¢l programa. De ¢llos, 25 perdieron lo
anunciado, 6 engordaron y el resto no su-
fric cambio esencialmente. Determinar al
nive de significacion 0,05 si el programa era
eficaz.

Un director dc personal sostiene que con
un curso especial para el personal de la
seccion de ventas, una empresa aumentara
sus ventas. Para comprobarlo, se impartio
el curso a 24 personas, de las que 16 vieron
las ventas aumentadas, 6 las vieron decrecer
y las de 2 quedaron sin cambio. Contrastar
al nivel de significacion 0.05 la hipotesis de
que el curso hizo crecer las ventas de la
empresa.

Una empresa fabricante de refrescos hizo
degustaciones en 27 localidades del pais pa-
ra saber hacia qué refresco de cola, 4 o B,
se inclinaban la preferencias del pablico. En
8 localidades se prefirio el A, en 17el Byen
las restantes no hubo preferencia por nin-
guno sobre el otro. ;Se puede concluir que,
al nivel de significacion 0.05, ¢l B es el prefe-
rido?

Las tensiones de ruptura de una muestira
aleatoria de 25 sogas de un cierto fabricante
se dan en la Tabla 17.32. Contrastar con
esa muestra, al nivel de significacion (.05, la
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afirmacién del fabricante de que tal tension
s (a) 25, (b) 30, () 35 y (d) 40.

Tabla 17.32

A1 PR=85 O BRT 23
37 32 24 46 30
25 36 220 Al 3T
AR ERIIEE SRRt 3
42 33 28 31 24

17.32. Indicar como se pueden obtener los limites
de confianza 95% para los datos del Pro-
blema 17.4.

17.33. Plantear y resolver un problema que utilice
el test de los signos.

EL U-TEST DE MANN-WHITNEY

17.34. Los profesores 4 y B dan cursos de quimica
en la Universidad XYZ. En un examen co-
miun, sus estudiantes recibicron las califica-
ciones que aparecen en la Tabla 17.33. Con-
trastar al nivel de significacion 0.05 la hipo-
tesis de que no hay diferencia entre las cali-
ficaciones de ambos profesores.

Tabla 17.33

A B
88 72
75 65
92 84
71 53
63 76
84 80
55 51
64 60
82 3
96 85

94

87

73

61

17.35. Refiriéndonos al Problema 17.34, ;puede
concluirse al nivel de significacion 0.01, que
las notas de la clase matinal son peores que
las de la vespertina?

17.36.

17.37.

17.38.

Un agricultor quiere saber si hay diferencs
entre las producciones de dos variedades &
trigo, [ y II. La Tabla 17.34 indica las pro-
ducciones de trigo por unidad de irea cos
ambas variedades, ;Puede concluirse gus
existe diferencia al nivel de significacion {ab
0.05 y (b) 0.017

Tabla 17.34

Trigo 1 Trigo IT
15.9 164
153 16.8
16.4 17.1
14.9 16.9
153 18.0
16.0 156
14.6 18.1
¥5:3 17.2
14.5 154
16.6
16.0

Puede ¢l agricultor del Problema 17.36 con-
cluir al nivel de significacion 0.05 que la
variedad 11 da mayor produccion que la 1?

Se desea averiguar si hay diferencia entre
dos clases de gasolina, 4 y B. La Tabla
17.35 da las distancias recorridas por galon
para cada clase. ;Se puede concluir al nivel
de significacion 0.05 que (a) hay diferencia
entre ambas y () la B es mejor que la 4?7

Tabla 17.35

A B
304 335
28.7 298
292 30.1
325 314
a7 338
29.5 309
308 31.3
311 29.6
30.7 328
31.8 330




17.39.

17.40.

17.41.

(Puede usarse ¢l U-test para determinar si
hay diferencia entre las maquinas I y II de
la Tabla 17.1?7 Explicar la respuesta.

Proponer y resolver un problema que utili-
ce el U-test.

Hallar U para los datos de la Tabla 17.36,
usando (a) el método de la férmula y (b) el
método de recuento.

Tabla 17.36

Muestra 1 | 15 25

Muestra 2 | 20 32

Resolver el Problema 17.41 para los datos
de la Tabla 17.37.

Tabla 17.37

Muestra 1 | 40 27 30 56

Muestra 2 | 10 35

Una poblacion consta de los valores 2, 5, 9
v 12. Se toman dos muestras, la primera de
uno de esos valores y la segunda de los tres
restantes,

() Obtener la distribucion muestral de U
y su grafico.

(h) Hallar la media y la varianza de esa
distribucion, directamente y por la for-
mula.

Probar que U, + U, = NN,

Probar que R, + R, = [N(N 4+ 1)])2
para el caso en que el niumero de coinciden-
cias es (a), 1, () 2 y (¢) cualquier namero.

SiN, =14 N, =12y R, = 105, hallar
(@) Ry, (b) Uy y (0) Uy

SiN, = 10, N, = 16,y U, = 60, hallar (a)
Ry, (b)) Ry y (o) U,.

17.48.
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(Cual es el mayor nimero de valores N,
N3, Ry, Ry, Uy y U; que puede calcularse a
partir de los restantes? Demostrar la res-
puesta.

EL H-TEST DE KRUSKAL-WALLIS

17.49,

17.50.

Se realiza un experimento para determinar
las producciones de cinco variedades de tri-
go: A, B, C, D y E. Sc asignan a cada
variedad cuatro parcelas. La produccion
(en bushels por acre) se indica en la Tabla
17.38. Suponiendo gque las parcelas tienen
igual fertilidad y que las variedades se asig-
nan a las parcelas de modo aleatorio, deter-
minar si hay diferencia significativa entre
las producciones al nivel de significacion (a)
0.05 y (b) 0.01.

Tabla 17.38

A 7.1 s S TR .

B 17 a8 12 1

Ln

(i 23 16 18 14

D B.47, 20 12

£ 21 14 17 18

Las vidas medias de cuatro tipos de llantas
A, B, Cy D, vienen dadas en la Tabla 17.39
(en miles de millas de rodaje); cada tipo se
ha probado con seis automaoviles similares
asignados a las llantas al azar. Determinar
si hay diferencia significativa entre las llan-
tas al nivel de significacion (a) 0.05 v ()
0.01.

Tabla 17.39

4 33 38 36 40 31 35

B 32 40 42 38 30 34

C ) e A T L

D 29 "33 B2 I 31 Ze
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Un pedagogo quiere probar tres métodos
de ensenanza: [, 11 y I1L. Para ello, escoge al
azar tres grupos de 5 estudiantes cada uno
y les aplica métodos diferentes. Se da el
mismo gxamen a todos ellos y se producen
las notas que figuran en la Tabla 17.40.
Determinar si hay diferencia entre esos mé-
todos de ensenanza al nivel de significacion
() Q.05 y (hY 0.01.

Tzbla 17.40

Meétodo T TGN TL e Y3

Metodo 11 T B 90

Método 11 4 79 60 75 80

17.52. En la Tabla 17.41 se ven las notas
de un alumno. Al nivel de significa-
cion (@) 0.05 y (h) 0.01 decidir si hay
diferencia entre las notas en las di-

Versas maierias.

Tabla 17.41
Matematicas 72 8O 83 75
Ciencias 31 74 77
Inglés 88 82 90 87 B8O
Economia Fici S0 ] ST 0]
17.53. Usando el H test, resolver (a) Problema
169, (A Problema 1621 y (¢) Proble-
ma 16.25.
17.54. Usando el H test. resolver (a) Problema
16.23, (h) Problema 16.24 y (¢) Proble-
ma 16.25,

EL TEST DE LAS RACHAS PARA
EL CARACTER ALEATORIO

17.55.

Determinar el numero de rachas, V., para
cada una de estas secuencias:

(¢ ABABBAAABBAB
(M HHTHHHTTTTHHTHHT
HT

17.56.

17.57.

17.59.

17.60.

17.61.

OTRAS APLICACIONES DEL TEST
DE LAS RACHAS

Se ha preguntado a 25 individuos si les
gusta (Y) o no (N) un cierto producto, y se
ha obtenido la secuencia de respuestas si-
guiente:

YYNNNNYYYNYNN
YNNNNNYYYYNN

(¢) Hallar el namero de rachas.
(h) Decidir al nivel de significacion 0.035 st
las respuestas son aleatorias.

Usar el test de las rachas en las secuencias
(10) y (11) de este capitulo, y establecer las
conclusiones acerca de su aleatoriedad.

(@) Formar todas las posibles sccuencias
con dos aes y una b, y dar el numero
V. de rachas en cada una.

(b) Hallar la distribuciéon muestral de ¥ ¥
su grafico.

{¢) Obtener la distribucion de probabili-
dad de IV vy su grafico.

En ¢l Problema 17.58, hallar la media y ia
varianza de V' («) directamente de la distn-
bucion muestral y (£) por la formula.

Resolver los Problemas 17.58 y 17.39 para
los casos en que hay (¢) dos aes y dos bes
(b) una a y tres bes, y (¢) una a y cuatro bes.

Resolver los Problemas 17.58 y 17.59 con
(a) dos aes y cuatro bes y (b) tres ges y tres
hes.

17.62. Determinar, al nivel de significacion 0.05, s
la muestra de 40 calificaciones de la Tabla
17.5 es aleatoria.
17.63. Las cotizaciones de clertas acciones en 25
dias sucesivos vienen dadas en la Tabla
17.42. Determinar al nivel de significacion
(.05 si son aleatorias.
Tabla 17.42
10375 11125 10.875 10.625 11.500
11.625 11.250 11.375 10.750 11.000
10.875 10750 1L.500 11.250 12.125
11.875 11375 11875 11.125 11.750
T3 12425 11750 11.500 ° 12250




17.64.

17.65,

17.66

17.67.

17.68.

Los primeros digitos de /2 son 141421
35623 73095 0488 --- . ;Qué conclusiones se
pueden sacar sobre su aleatoriedad?

i Qué conclusiones se pueden sacar sobre el
caracter aleatorio de los sigulentes digitos?

(@) /3= 1.73205 08075 68877 2935...
(b) m=3.14159 26535 89793 2643..

En el Problema 17.30, aplicar el test de las
rachas para decidir sobre su aleatoriedad.

En el Problema 17.32, aplicar el test de las
rachas para decidir sobre su aleatoriedad.

En el Problema 17.34, aplicar el test de las
rachas para decidir sobre su aleatoriedad,

CORRELACION DE RANGO

17.69.

En un concurso;, dos jueces hubieron de
colocar a ocho candidatos (numerados de 1
a &) por orden de preferencia, con el resulta-
do que recoge la Tabla 17.43.

(a) Hallar el coeficiente de correlacion de
rango.

(b) Decidir cuantos coincidentes fueron
las elecctones de ambos jueces.

17.70.

17.71.

17.72.
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Tabla 17.43
Primer juez Segundo juez
5 4
2 5
8 7
1 3
4 2
6 8
3 1
7 6

Aplicar correlacion de rango al (a) Proble-
ma 14.26, (b) Problema 14.42, (¢) Problema
14.46 vy (d) Problema 14.63.

El coeficiente de correlacidon de rango se
deduce usando los datos con rango en la
formula momento-producto del Capitulo
14. Ilustrar esto resolviendo algin proble-
ma por ambos métodos,

¢ Puede hallarse ¢l coeficiente de correlacion
de rango para datos agrupados? Explicar la
respuesta e ilustrarla con un gjemplo.



CAPITULO 1 8

Analisis de series en el tiempo

SERIES EN EL TIEMPO

Una serie en el tiempo es un conjunto de observaciones tomadas en instantes especificos, general-
mente a intervalos iguales. Ejemplos de tales series en el tiempo son la produccion anual total de
acero en EE.UU. durante un cierto numero de afios, la cotizacion diaria al cierre de la sesion
bursatil de ciertas acciones, las temperaturas anunciadas cada hora por el instituto meteorologico
para una ciudad o el total de ventas mensuales en una empresa.

Matematicamente, una serie en el tiempo s¢ define por los valores Y;, Y5, ... de una variable ¥
(temperatura, cotizacion, etc.) en tiempos ¢4, t,, ... Asi pues, Y es una funcion de ¢ esto se denota
por Y = F(1).

GRAFICOS DE SERIES EN EL TIEMPO

Una serie en el tiempo que involucra a una variable Y se representa por un grafico de Y respecto de
t, como se ha hecho ya muchas veces en capitulos anteriores. Por ejemplo, la Figura 18.1 es ¢l
grafico de una serie en el tiempo que muestra el nimero de cabezas de ganado en EE.UU. durante
los afios 1870-1980.

MOVIMIENTOS CARACTERISTICOS DE SERIES EN EL TIEMPO

Es interesante pensar en el grafico de una serie en el tiempo (tal como el de la Fig. 18.1) como un
grafico que describe un punto moviéndose con el paso del tiempo, analogo en muchos aspectos a la
trayectoria de una particula fisica que se mueve bajo la influencia de fuerzas fisicas. Claro esta que,
en lugar de fuerzas fisicas, aqui cabe pensar en el resultado de una combinacion de fuerzas
econbmicas, sociologicas, psicoldgicas o de otros tipos.

La experiencia con muchos ejemplos de series ¢n el tiempo ha revelado ciertos movimientos o
variaciones caracteristicas que aparecen a menudo, y cuyo analisis es de gran interés por muchas
razones, una de ellas el problema de prediccion de futuros movimientos. No puede sorprendernos,
en consecuencia, que muchas empresas y gobiernos estén preocupados por este importante tema.

440
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CLASIFICACION DE MOVIMIENTOS DE SERIES EN EL TIEMPO

Los movimientos caracteristicos de series en el tiempo se pueden clasificar en cuatro tipos principa-
les, a menudo llamados componentes de una serie en el tiempo:

1.

Movimientos a largo plazo o seculares. Se refieren a la direccion general en la que el grafico
de una serie en el tiempo parece progresar en un largo periodo de tiempo. En la Figura 18.1,
este movimiento secular (o variacion secular o tendencia secular, como se llama a veces) se
indica por una curva de tendencia, en trazo discontinuo. Para algunas series ¢n el tiempo
puede ser apropiada una recta de tendencia. La determinacion de tales curvas o rectas de
tendencia por minimos cuadrados se ha considerado en el Capitulo 13. Otros métodos se
discutiran mas adelante en este capitulo.

Movimientos caracteristicos o variaciones ciclicas. Estas se refieren a las oscilaciones a largo
término en torno a una recta o curva de tendencia. Estos ciclos, como se les llama, pueden
ser periédicos o no; es decir, pueden seguir o no esquemas repetidos en intervalos iguales de
tiempo. En actividades de negocios o financieras, los movimientos se consideran ciclicos
s6lo si son recurrentes en un periodo de tiempo de al menos un afio. Un importante ejemplo
de movimientos caracteristicos lo constituyen los llamados ciclos econdmicos, que represen-
tan intervalos de prosperidad, recesion, depresion y recuperacion. Los movimientos caracte-
risticos en torno a las curvas de tendencia son muy nitidos en la Figura 18.1

140 —
130 —

120 —

110<‘

100 —
30 —
50 —f

70 —

50 —f

Cabezas de ganado (millones)

40 —

30

20 —

- | T T T T T T T T T T
1870 1880 1890 1500 1910 1920 1930 1940 1450 1960 1870 1960

Afo

Figura 18.1. Censo de ganado en EE.UU., 1870-1980 (Fuente: U.S. Department of Agriculture).
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3. Movimientos estacionales o variaciones estacionales. Estos se reficren a los esquemas idént
cos o casi idénticos que una serie en el tiempo parece seguir durante meses correspondients
en afios sucesivos. Tales movimientos se deben a succsos recurrentes que tienen lu
anvalmente, tales como el brusco aumento de precios al consumo antes de la Navidad.
la Figura 18.1 no se aprecian movimientos estacionales, pues el grafico fue obteni
mediante datos anuales.

Aunque los movimientos estacionales se refieren generalmente en teoria econdémica &
periodicidad anual, las ideas en juego admiten extension a intervalos cualesquiera de
periodicidad (dias, horas o semanas), segiin el tipo de datos de que disponemos.

4. Movimientos irregulares o aleatorios. Estos se refieren a los movimientos esporadicos de
series en el tiempo debidos a sucesos de azar, tales como mnundaciones, huelgas o elecuones.
Si bien se suele suponer que tales sucesos producen variaciones que pierden su influencia
tras poco tiempo, cabe la posibilidad de que sean tan intensos que den lugar a nuevos
movimientos ciclicos o de otro tipo.

ANALISIS DE SERIES EN EL TIEMPO

El analisis de series en el tiempo consiste en describir (matematicamente, en general) los movimien-
tos componentes que estan presentes. Para comprender los procedimientos implicados en tal
descripcion, consideremos la Figura 18.2, que muestra series en el tiempo ideales. La Figura 18.2(a)
es el grafico de una recta de tendencia a largo término, .0 secular (en lugar de una curva de
tendencia, que se podria haber usado también), la Figura 18.2(5) muestra esa recta de tendencia a
largo plazo con su movimiento ciclico anadido (que se supone periddico), y la Figura 18.2(c)
muestra un movimiento estacional afiadido a la anterior. Si afiadieramos algin movimiento irregu-
lar o aleatorio en la Figura 18.2(c), el resuitado tendria un aspecto mas parecido al de las series en el
tiempo que aparecen en la practica.

! i . I
(¢) Tendencia a largo plazo (k) Tendencia a largo plazo y (¢) Tendencia a largo plazo
movimiento ciclico y movimientos ciclicos y
estacionales

Figura 18.2.

Los conceptos ilustrados en la Figura 18.2 sugieren una técnica para analizar series en el
tiempo. Supongamos que la serie en el tiempo tiene por variable Y el producto de varias variables
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T, C, S ¢ I que producen los movimientos de tendencia, ciclicos, estacionales e irregulares, respecti-
vamente. En simbolos,

Yee=ullx C % 8S% = TESI (1)

El anahsis de series en el tiempo requiere investigar los [actores T, C, S'e 7, y se conoce a menudo
como una descomposicion de una serie en el tiempo en movimientos componentes basicos.

Hay que hacer constar que algunos estadisticos prefieren considerar ¥ como la suma 7 4+ € +
+ S + I de las variables basicas involucradas. Aunque supondremos la descomposicion dada por la
ecuacion (1) cuando examinemos los métodos discutidos en este capitulo, procedimientos anilogos
entran en juego cuando se trata con una suma. En la practica, la decision sobre cual de los métodos
de descomposicion se adopta depende del grado de exito a que conduce la aplicacion de cada uno.

PROMEDIOS MOVILES; SUAVIZACION DE SERIES EN EL TIEMPO
Dado un conjunto de numeros
Yoo ¥, ¥ an {2)

definimos un promedio mévil de orden N como la sucesion de medias aritméticas:

N N N

Las sumas en el numerador de la sucesion (3) se llaman totales moviles de orden N.

EJEMPLO 1. Dados los nimeros 2, 6, 1, 5, 3, 7 ¥ 2, un promedio movil de orden 3 viene dado por la
sucesion

1 1 145 + 34 7
246+ ,Ej—_ ____+_5_,_ +5+3 5+3 ?‘3+ + 2 =l 3,4,3,5.4
3 3 3 3 3

Es usual localizar cada numero del promedio movil como su posicion apropiada referida a los datos
originales. En este ejemplo escribiriamos
Datos originales 2, 6, 2
3

3,
Promedio moévil de orden 3 3,

L, 83
4.3, 54
siendo cada nimero en el promedio movil la media de los tres numeros inmediatamente encima de ¢l.

Si los datos se dan anual o mensualmente, un promedio movil de orden N se llama, respecti-
vamente, un promedio movil de N afios o de N meses. Asi pues, hablamos de promedios méviles
de 5 afos, de 12 meses, etc. Esta claro que se puede asimismo utilizar cualquier otra unidad de
Liempo.

Los promedios moviles tienen la propiedad de que tienden a reducir la variacién presente en
un conjunto de datos. En el caso de series en el tiempo, esta propiedad se suele usar para climinar
fluctuaciones indeseables, en un proceso gue se conoce como suavizacion de series en el tiempo,
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Si se usan medias aritméticas ponderadas en la sucesion (3), con pesos especificados de an-
temano, la sucesion resultante se llama un promedio mévil ponderado de orden N.

EJEMPLQO 2. Si se usan pesos 1,4 y 1 en el Ejemplo 1, un promedio mévil ponderado de orden 3 viene
dado por la sucesion

1(2) + 4(6) + l{l}‘ 1(6) + 4(1) + 1(5) 1(1) + 4(5) + 1(3) 1(5) +4(3) + 1(7) 1(3) + 4(7) + 1(2)

1+4+1 T+4+1 THETS e (e g | 1+4+1

o sca, 4.5, 2.5, 4.0, 4.0, 5.5

ESTIMACION DE LA TENDENCIA

1.

Meétodo de los minimos cuadrados. Este método, descrito en el Capitulo 13, se puede utilizar
para hallar la ecuacién de la recta o curva de tendencia adecuada. De esta ecuacion se
podran calcular los valores de tendencia T.

Meétodo «a mano». Este método, que consiste en ajustar una curva o recta de tendencia por
simple inspeccion del grafico, también se puede usar para estimar T. No obstante, tiene la
desventaja evidente de depender muy fuertemente del criterio personal de cada cual.
Meétodo del promedio moévil. Usando promedios moviles de 6rdenes apropiados, podemos
eliminar esquemas ciclicos, estacionales e irregulares, dejando asi tan solo el movimiento de
tendencia.

Una desventaja de este método es que los datos al comienzo y al final de una serie se

pierden: asi, en el Ejemplo 1 comenzamos con siete nimeros, y con un promedio mévil de
orden 3 llegamos a cinco numeros. Otra desventaja es que los promedios moviles pueden
generar ciclos u otros movimientos que no estaban presentes en los datos originales. Una
tercera desventaja es que los promedios moviles se ven muy afectados por los valores
extremos. Para obviar esto Ultimo en cierta medida, se usa a veces un promedio movil
ponderado con pesos adecuados; en tal caso, al valor o valores centrales se les asigna peso
maximo, y a los valores extremos, pesos pequerios.
Meétodo de semipromedios. Consiste en separar los datos en dos partes (preferible que sean
iguales) y promediar los datos de cada parte, obteniendo con ello dos puntos en el grafico de
la serie en el tiempo. Entonces se traza una recta de tendencia entre esos dos puntos, y los
valores de tendencia se determinan de esa recta de tendencia. Los valores de tendencia se
pueden determinar también directamente, sin grafico (véase Prob. 18.6).

Aunque el método es sencillo de aplicar, puede conducir a resultados pobres si se usa
indiscriminadamente. Ademas es s6lo aplicable cuando la tendencia es lineal o aproximada-
mente lineal, si bien puede extenderse a casos en que los datos pueden agruparse en varias
partes, en cada una de las cuales la tendencia es lineal.

ESTIMACION DE LAS VARIACIONES ESTACIONALES;
EL INDICE ESTACIONAL

Para determinar el factor estacional S en la ecuacion (1), debemos estimar cémo varian los datos de
la serie en el tiempo de mes a mes en un afio tipico. Un conjunto de numeros que muestra los
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valores relativos de una variable durante los meses del afio se llama un indice estacional para la

variable. Por ejemplo, si sabemos que las ventas durante enero, febrero, marzo, €tc., son el 50, 120,

90, ... % del promedio de ventas mensual en el total del afio, entonces los nimeros 50, 120, 90, ... dan

el indice estacional de ese afio, y se llaman numeros indice estacionales. El indice estacional medio

del afio ha de ser 100%; esto es, la suma de los numeros indice de los 12 meses ha de ser 1200%.
Se dispone de varios métodos para calcular un indice estacional:

1.

Método de porcentaje medio. En este método expresamos los datos de cada mes como
porcentajes del promedio anual. Los porcentajes para meses correspondientes en distintos
afios se promedian entonces, usando una media o una mediana; si s¢ usa la media, es mejor
evitar valores extremos que puedan aparecer. Los 12 porcentajes resultantes dan el indice
estacional. Si su media no es el 100% (o sea, si su suma no es 1200%), deben ser ajustados,
lo que se logra multiplicandolos por un factor adecuado.

Método del porcentaje de tendencia. En este método expresamos los datos para cada mes
como porcentajes de valores de tendencia mensuales. Un promedio apropiado de los
porcentajes para meses correspondientes da entonces el indice requerido. Como en el
método 1, los ajustamos si no tienen promedio 100%.

Notese que al dividir cada valor mensual ¥ por el correspondiente valor de tendencia T’
resulta Y/T = CSI, de la ecuacién (1), y que el subsiguiente promedio de Y/T produce los
indices estacionales. En tanto en cuanto estos indices incluyen variaciones ciclicas e irregu-
lares, puede ser una desventaja del método, especialmente si las variaciones son grandes.
Método del promedio mévil en porcentaje. En este método calculamos un promedio movil de
12 meses. Como los resultados obtenidos asi caen entre meses sucesivos en lugar de en el
centro del mes (que es donde caen los datos originales), calculamos un promedio movil de 2
meses de ese promedio movil de 12 meses. El resultado se llama a veces un promedio niovil
de 12 meses centrado.

Tras hacer eso, expresamos los datos originales de cada mes como un porcentaje del
promedio movil centrado de 12 meses que corresponde a los datos originales. Los porcenta-
jes de los meses correspondientes se promedian a continuacion, dando el indice buscado.
Como antes, los ajustamos si no promedian 100%.

Obsérvese que ¢l razonamiento logico que subyace a este método se sigue de la ecua-

cion (1). Un promedio movil centrado de 12 meses de Y sirve para climinar los movimientos
estacionales e irregulares S ¢ I, y es por tanto equivalente a los valores dados por TC. Al
dividir los datos originales por TC nos da SI. Los promedios subsiguientes sobre meses
correspondientes sirven para eliminar la irregularidad / y en consecuencia producen un
indice S adecuado.
Método de la relacion de enlace. En este método expresamos los datos para cada mes como
un porcentaje de los datos para los meses previos; estos porcentajes mensuales s¢ llaman
relaciones de enlace porque relacionan cada mes con el precedente. Entonces tomamos un
promedio adecuado de los enlaces relativos para los meses correspondientes. De estas 12
relaciones de enlace promedio obtenemos los porcentajes relativos de cada mes respecto a
enero, que se adopta como el 100%.

Tras hacer eso, encontraremos que el siguiente enero tiene un porcentaje asociado que es
mayor o menor que 100%, segin haya habido un crecimiento o decrecimiento en la
tendencia. Usando este porcentaje del proximo enero, ajustamos los diversos porcentajes
relativos mensuales (antes obtenidos) para esta tendencia. Estos porcentajes finales, ajusta-
dos de modo que promedien 100%, dan el indice estacional requerido.
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DATOS AJUSTADOS A LA VARIACION ESTACIONAL

Si los datos mensuales originales se dividen por los correspondientes niimeros indice estaciona
los datos resultantes se llaman desestacionalizados o ajustados a la variacién estacional. Tales da
incluyen todavia movimientos de tendencia, ciclicos e irregulares.

ESTIMACION DE LAS VARIACIONES CICLICAS

Una vez ajustados los datos a la variacion estacional, pueden ser ajustados también a la tenden
sin mas que dividirlos por los correspondientes valores de tendencia. De acuerdo con la ec ACIOn
(1), el proceso de ajustar a la variacién estacional y a la tendencia corresponde a dividir ¥ por SF
lo que da CT (las variaciones ciclicas e irregulares). Un promedio mévil apropiado de unos poces
meses de duracion (digamos 3, 5 6 7 meses, de manera que el centrado subsiguiente no s=
necesario) sirve entonces para suavizar las variaciones irregulares Iy para dejar solo las variaciones
ciclicas C. Una vez que estas variaciones ciclicas han sido aisladas de esa forma, se pueden estuds

en detalle. Si ocurre una periodicidad, exacta o aproximada, de ciclos, se pucden construir indices
ciclicos de manera parecida a como se ha hecho para los indices estacionales.

ESTIMACION DE LAS VARIACIONES IRREGULARES

Las variaciones irregulares (o aleatorias) se pueden estimar ajustando los datos a las variaciones d .
tendencia, estacionales y ciclicas. Eso significa tener que dividir los datos originales ¥ por T, S yC
que [por la ecuacion (1)] da 1. En la practica se encuentra que las variaciones irregulares tienden a
tener pequefia magnitud y con frecuencia tienden a seguir el esquema de una distribucion normak
es decir, las pequefias desviaciones ocurren con gran frecuencia y grandes desviaciones ocurren com
pequefia frecuencia.

COMPARACION DE DATOS

Al comparar datos, hay que tener siempre mucho cuidado de que tal comparacién esté justificada.
Por ejemplo, al comparar datos de marzo con datos de [ebrero, debemos tener bien presente que
febrero tiene 28 6 29 dias y marzo tienc 31; y al comparar datos de febrero de afios diferentes, hay
que recordar que en un afio bisiesto febrero tiene 29 dias en lugar de 28. Para poner otro ejemplo, el
numero de dias laborables durante varios meses del mismo afio o de afios diferentes, pueden ser
distintos a causa de las vacaciones, huelgas, etc.

En la practica, no se sigue una regla definida para ajustar tales variaciones. La necesidad de
tales ajustes queda a voluntad del investigador.

PREDICCION

Los métodos y principios anteriores se usan en la importante tarea de predecir series en el tiempo.
Hay que ser conscientes de que, naturalmente, el tratamiento matematico de los datos no resuelve
por si mismo todos los problemas. No obstante, acoplado al sentido comun del investigador, a su



