2.5 Vectores cartesianos

40

¥

Sisterna coordenado de mano derecha

Fig. 2-21

Las operaciones del dlgebra vectorial, cuando se aplican a la resolucién de
problemas en rres dimensiones, se simplifican en gran medida si los vectores
se representan en forma vectorial cartesiana. En esta seccidn se presentard un
meétodo general para hacerlo; luego, en la seccién 2.6 aplicaremos este méto-
do para 1a resolucién de problemas que involucren la suma dé vectores. En
secciones posteriores de este libro se ilustrardn aplicaciones similares para
los vectores momento y posicién,

Sistema coordenado de mano derecha. Un sistema coordenado de
mano derecha se utilizar4 para el desarrollo de la teorfa del dlgebra vectorial
que veremos a continuacion. Se dice que un sistema de coordenadas cartesia-
nas o rectangulares es de mano derecha siempre y cuando el dedo pulgar de
la mano derecha apunte en la direccién del eje positivo de las z cuando los
dedos de la mand derecha se enrollen con respecto a este eje y se dirijan del
eje positivo de las x al eje positivo de las y; ver figura 2-21. Ademds, de
acuerdo con esta regla, el eje z para un problema en dos dimensiones como el
mostrado en la figura 2-20 estarfa dirigido hacia afuera, en direccién perpen-
dicular a la pagina.

Componentes rectangulares de un vector. Un vector A puede te-
ner uno, dos o tres componentes rectangulares a lo largo de los ejes coorde-
nados x, y, z, dependiendo de la forma como el vector se encuentre orientado
en relacién con sus ejes. Sin embargo, cuando A est4 dirigido dentro de un
octante del cuadrante x, y, z (figura 2-22) aplicando dos veces en forma suce-
siva la regla del paralelogramo, podemos descomponer el vector en sus com-
ponentes como A = A’+ A, y después A'= A_ + A,. Combinando estas ecua-
ciones, A se representa por la suma vectorial de sus tres componentes rectan-
gulares,

A=A +A +A,’ ' 2-2)

z

i

Fig. 2-22



Vector unitario. En general, un vector u'nirarib"e%'ﬁﬁ'veétor que tiene
una magnitud igual a 1. Si A es un vector cuya magnitud A # 0, entonces un
vector unitario que tenga la misma direccién que A se representa como

u = e i ._ (2-3)
Rescribiendo esta ecuacion tenemos que _
A = Auy, (2-4)

Puesto que el vector ‘A es de cierto tipo, por ejemplo, un-vector fuerza, se
acostumbra utilizar un conjunto de unidades apropiadas para su descripcién.
La magnitud A también posee este mismo conjunto de unidades; de aquf que,
de la ecuacién 2-3 se infiere, el vector unitario no tendrd dimensiones, pues-
to que las unidades se cancelardn mutuamente. La ecuacién 2-4 por lo tanto
indica que el vector A puede expresarse en términos tanto de su magnitud
come de su direccién en forma separada, es decir, A (un escalar positivo) de-

. fine la magnitud de A y u, (un vector adimensional) define la direccidn y el
sentido de A, figura 2-23.

Vectores unitarios cartesianos. En tres dimensiones, el conjunto de
veclores unitarios cartesianos: i, j y k, se utiliza para designar las direcciones
de los ejes x, y y z respectivamente. Como se menciond en la seccién 2.4, el
sentido (o punta de la flecha) de estos vectores se describird analiticamente
por un signo mds o por un signo menos, dependiendo de si éstos apuntan a lo
largo del eje positivo o negativo de los ejes x, y y z. De esta forma, los vecto-
res positivos unitarios se muestran en la figura 2-24.

Z

/ Fig. 2-24

Representacion vectorial cartesiana. Utilizando los vectores unita-
rios cartesianos, los tres componentes vectoriales de la ecuacién 2-2 pueden
escribirse en “forma vectorial cartesiana”. Puesto que los componentes ac-
tian en las direcciones positivas de i, j y k , figura 2-25, tenemos que:

x

(2-5)

Existe una ventaja al escribir los vectores en términos de sus componentes
cartesianas. Puesto que cada una de estas componentes tiene la misma forma
que la ecuacion 2-4, la magnitud y la direccién de cada vector componente
estdn separadas; se mostrard que esto simplifica las operaciones del dlgebra
vectorial, particularmente en el caso de tres dimensiones.

Ak

A,j

Fig. 2-25
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Fig. 2-26
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Magnitud de un vector cartesiano. Se puede obtener la magnitud

de un vector A s;empr:e y cuando el vector se exprese en forma cartesiana.
Como se muestra gn la figura 2-26, del tridngulo rectdngulo en gris claro,

A = VA + A}, y del tridngulo rectdngulo en gris oscuro A" = V AZ + AZ
Combinando estas ecuaciones se obtiene

I V)

De aqui que la magnitud de A sea igual a la raiz cuadrada de la suma de los
cuadrados de sus componentes.

Direccion de un vector cartesiano. La orientacién de un vector A
se define por los dngulos directores coordenados o (alfa), B (beta) y (gama),

-medidos entre la cola de A y los ejes positivos X, y, z ubicados en la cola de

A, figura 2-27. Observe sin tomar en consideracién de hacia dénde se diri-
ja A, que cada uno deiestos dngulos tendrd un valor entre 0° y 180°. Para de-
terminar o,  y v, considere la proyeccién de A sobre los gjes x, y, z; vea
figura 2-28. Si nos referimos a los tridngulos rectdngulos en azul mostrados
en cada una de las figuras, tenemos:

@-7

Estos niimeros se conocen como los cosenos directores de A. Una vez que se
han obtenido, los dngulos directores coordenados o B yy pueden determl—

" narse a partir de los cosenos inversos.

Una manera fécil de obtener los cosenos directores de A es formando un
vector unitario en la direccién de A; ver ecuacién 2-3. Siempre y cuando A

Fig. 2-27
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se exprese en forma vectorial cartesiana como A = A + A, j + 4.k (ecuacidn
2-5), tendremos

(2-8)

donde A = V (A)% + (A, + (A4,)* (ecuaci6n 2-6). Comparando esta ecuacién
con las ecuaciones 2-7, se puede ver que los componentes 1, j y k de u, re-
presentan los cosenos directores de A, es decir,

u, = cos od + cos Bj + cos vk : (2-9)

Puesto que la magnitud de un vector es igual a la rafz cuadrada de la su-
ma de los cuadrados de las magnitudes de sus componentes, y u, tiene una
magnitud de 1, entonces de la ecuacién 2-9 se puede formular una relacién
importante entre los cosenos directores de la siguiente forma:

- .(2-10)

Siempre y cuando el vector A se encuentre en un octante conocido, esta
ecuacién puede utilizarse para determinar uno de los dngulos directores coor-
denados si se conocen los otros dos. (Ver gjemplo 2-10.)

Por iiltimo, si se proporcionan la magnitud y los dngulos directores coor-
denados de A, A puede expresarse en forma vectorial cartesiana como

= (2-11)

Fig. 2-28
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2.6 Suma y resta de vectores cartesianos

Fig. 2-29

Las operaciones de suma y resta de dos o mds vectores son simplificadas en
forma significativa si se expresan en términos de sus componentes cartesia-
nos. Por e¢jemplo, considere los dos vectores A y B, los cuales estdn dirigidos
dentro del octante positive x, y ¥ z; ver figura 2-29. Si A=A i+ A,j+Aky
B = B,i + B, j + B.k, entonces el vector resultante, R, tiene componentes que
representan las sumas escalares de las componentes i, j y k de A y B, es
decir, - - : . . .

R=A+B=(A,+Bli+(A,+B)j+ (4, +B)k

La resta de vectores, al ser un caso especial de suma vectorial, simple-
mente requiere de una resta escalar de las componentes i, j 'y k respectivas
tanto de A como de B. Por ejemplo,

R'=A-B=(A,-B)i+(4,-B)j+ (A, -B)k

Sistemas de fuerzas concurrentes. En particular, el concepto de su-
ma de vectores descrito anteriormente puede generalizarse y aplicarse a un
sistema de varias fuerzas concurrentes. En este caso, la fuerza resultante es la
suma vectorial de todas las fuerzas en el sistema y puede escribirse como

(2-12)

Aqui EF,, IF, y IF, representan las sumas algebraicas de las componentes x,
vy z, 01, j, k de cada fuerza en el sistema.

* "Los siguiéntes ejemplos ilustran en formha numérica los’ métodos utiliza-
dos para aplicar la teorfa ya estudiada a la solucién de problemas que invelu-
cran a la fuerza como una cantidad vectorial. '
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“Ejemplo 2-9.

Determine la magnitud y los dngulos directores coordenados de la fuerza
resultante que actia en el anillo de la figura 2-30q.

7 Fr=(50i= 403+180k] b z

F, = [50i— 100 + 100k)Ib |  F, = (60j + 80k|Ib

/.,

@ ; ®)
Fig. 2-30

SOLUCION
Puesto que cada fuerza se representa en forma vectorial cartesiana, la
fuerza resultante mostrada en la figura 2-305, es

Fr=2F =F, +F, = {60j + 80k} It + {50i — 100j + 100k} 1b
= {50i - 40j + 180k} Ib

La magnitud de Fj se obtiene de la ecuacién 2-6, es decir,

Fr=~(50)* + (- 40)* + (180)°
=191.01b Respuesta

Los dngulos directores coordenados @, B y v se determinan de las compo-
nentes del vector unitario que actiian en la direccién de Fy.

Fp _ 50 . 40 . 180
Fr 1910 1910 o0
—026171*02094]+09492k

Ug =

L

De tal forma que

cos o0 = 0.2617 o =74.8° Respuesta
cos B =-0.2094 p=102° Respuesta
cos y= 09422 v=19.6° Respuesta

Estos dngulos se muestran en la figura 2-30b. En particular, observe que |3 >
90° puesto que la componente j de uy,_ es negativa, T
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Ejemplo 2-10 '_““_

Exprese la fuerza-F mostrada en la figura 2-31 como un vector cartesiano.

Fig. 2-31

SOLUCION

Puesto que s6lo se especifican dos dngulos directores coordenados, el ter-
cer dngulo (¢ se determina de la ecuacion 2-10; es decir,

cos” o + cos® B + cos? y = |
cos” & + cos” 60° + cos? 45° = |

cos 0= V1 - (0.707)> - (0.5)* = + 0.5
De aqui que,

o =cos™! (0.5) = 60° o o=cos (-0.5) = 120°

Al observar la figura 2-31, se deduce
que F, estd en la direccidn +x.

Utilizando 1a ecuacion 2-11, con:F =200 N, tenemos

que es necesario que ¢ = 60°, puesto

F =F cos ai + F cos Bj + Fcos vk
=200 cos 60° Ni + 200 cos 60° Nj +200 cos 45° Nk
= {100.0i + 100.0f + 1414k} N Respuesta

Aplicando la ecuacion 2-6, observe que realmente la magnitud de F =200 N.

F=\F!+F]+F?
= V(100.0)* + (100.0)° + (141.4)2 = 200N
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_ Ejeniplo 211 s
Exprese la fuerza F mostrada actuando en el gar cﬁd’de la figura 2-324a
COmMO Ul VECtor cartesiano. i

(@)

Fig. 2-32

SOLUCION

En este caso los dngulos de 60° y 30° que definen la direccién de F no
son dngulos directores coordenados. jPor qué? Aplicando la regla del parale-
logramo dos veces sucesivas, F puede ser descompuesta en sus componentes
X, ¥y z como se muestra en la figura 2-32p. Primero, del tridngulo en color,

F'=4cos30°kN =346 kN
F,=4sen30° kN = 2,00 kN

Luego, utilizando F'y el tridngulo sombreado,

F,=3.46cos 60°kN = 1.73 kN
F,=3.46 sen 60° kN = 3.00 kN _

De esta forma,
F={173i+3.00j +2.00k} kN Respuesta

A manera de ejercicio, demuestre que la magnitud de F es en realidad de
4 kN, y que el 4ngulc director coordenado ¢ = 64.3°.

b



= Ejemplo 2-12,

“=1001b

48

Exprese la fuerza F.mostrada en la figura 2-33a como un vector carte-
siano. 4

SOLUCION ’ :

Como en el ejemplo 2-11, los dngulos de 60° ¥ 452 que definen la direc-
cion de F rio sori dngulos diréctores coordenados. La dplicacién de la regla
del paralelogramo dos veces seguidas que se necesitaba para descomponer a
F en sus componentes x, y y z, se muestra en la figura 2-33b. Por trigonome-
tria, Jas magnitudes de las componentes son '

(e)
Fig. 2-33

& F, =100 sen 60° Ib = 86.6 1b

F’=100 cos 60° Ib = 50 Ib
F,.=50co0s 45°Ib=35.4 b
‘F,=50sen45°b=35.41b

Tomando en cuenta que F, tiene una direccidn definida por —j, tenemos

F=Fi+Fj+Fk
F = {35.4i-35.4j + 86.6k} 1b Respuesta

Para demostrar que la magnitud de este vector es en realidad de 100 libras,
aplique la ecuacién 2-6

4 F=.\JFl+F 4+ F

= (354 + (*-35.4)2 + (86.6)* =100 b

Si fuera necesario, los dngulos directores coordenados de F pueden c_l_et;_:rmi-_
narse de las componentes del vector unitario actuando en la direccién de F.
De aqui que:

U= —=—1+=j+ "k
F F F F

354, 354, 866
- 24, K

=" 4+
100 100 100
0.354i - 0.354 + 0.866k

de tal forma que,

o= cos™ (0.354) = 69.3°
B=cos™ (- 0354)=111°
v=cos™ (0.866) = 30.0°

Estos resultados se muestran en la figlira 2-33c.




49

= Ejemplo 2-13

En la figura 2-34a se muestran dos fuerzas actuando-sobre un gancho.
Especifique los dngulos directores coordenados de F, de tal forma que la
fuerza resultante Fp actiie a lo largo del eje positivo de las y y tenga una
magnitud de 800 N.

SOLUCION : s . —
Para resolver este problema, la fuerza resultante y sus dos componen- '
tes, F, y F,, se representardn cada una en su forma vectorial cartesiana.
Posteriormente, como se muestra en la figura 2-34b; serd necesario que
Fr=F, +F,.
Aplicando la ecuacién 2-11,

F, =Fug =F cos o,i + F cos B, j + F, cos 7.k
=300 cos 45° Ni + 300 cos 60° Nj + 300 cos 120° Nk
={212.1i.+ 150j — 150k} N
F, = Fyup, = Fyi + Py j + Fok

De acuerdo con el enunciado del problema, la fuerza resultante Fy tiene una
magnitud de 800 N y actia en la direccién + j. De aqui que,
Fr = (800 N)(+j) = {800j} N
Requerimos que
F,=F +F,

800j = 212.1i + 150 — 150K + Fod + Fy, j + Fa.k

800j = (212.1 + Fa )i + (150 + Fy)j + (=150 + F )k
Para satisfacer esta ecuacin, las componentes correspondientes i, j y k.del
lado derecho e izquierdo deberdn ser iguales. Esto equivale a decir que las

compenentes x, y y z de Fp sean iguales a las correspondientes componentes
x,yyzde(F, +F,) De aguf gque,

0=2121+F,, F,=-212.1N Y, =77.6°
800 = 150 + Fy, Fp,= 650N B : FR =800 N

0=-150 +F, F,,=150N

&~

Puesto que las magnitudes de T, y sus componentes son conocidas, podemos
usar la ecuacién 2-11 para determinar o, B 7.

-212.1
—212.1="700 cos &; =cos™ [
% % 700

] =108° Respuesta

650

Fig. 2-34
650 = 700 cos By B = cos™ (%6) =21.8° Respuesta 18

150=700cos Y55 v, = cos’' (%} =77.6° Respuesta

Estos resultados se muestran en la figura 2-345.
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2-63. El cable en el extremo del punto de sujecién de la gria 2-66. El eje § montado en el torno se encuentra sujeto a una
ejerce una fuerza de F = 250 libras en el anclaje como se muestra  fuerza de 60 N, 1a cual es ejercida por ¢l dado D. Determine el 4n-

en la figura. Exprese F como un vector cartesiano. gulo director coordenado B y exprese la fuerza como un vectar
 cartesiano.-

Prob. 2-66°

2-67. Exprese cada fuerza como un vector cartesiano y después
determine la fuerza resultante Fj. Determine la magnitud y los dn-
gulos directores coordenados y dibuje este vector en el sistema
F=2501b coordenado.

Prob. 2-63

*2-64. La fuerza F que actia en la estaca tiene una componente
de 40 N actuando en el plano x-y como se muestra Exprese F co-
mo un vector cartesiano,

b
2-65. Determine la magnitud y los dngulos directores coordena-
dos de la fuerza F actuando sobre la estaca.
Fy=81N
z . x Prob. 2-67

*2-68. Determine la magnitud y los dngulos directores coordena-
dos de la fuerza resultante y dibuje este vector en el sistema coor-
denado.

2-69. Especifique los dngulos directores coordenados de Ft y F,
-y expresg cada fuerza como un vector cartésiano.

YF=1301

Probs. 2-64/2-65 Probs. 2-68/2-69
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s AL LLIVEAN 3 |
2-70.  Exprese cada fuerza como un vector cartésiang. .° 274, El'méstil se encuentra sujeto a las tres fuerzas mostradgs
: Determine los dngulos directores coordenados o By de B, de

tal forma que la fuerza resultante que actda en el méstil seg F, =
{3501} N,

2-71.  Determine la magnitud y los dngulos directores coordena- -
dos de la fuerza resultante y dibuje este vector en el sistema coor-

denado.
2 2-75.  El mdstil se encuentra sujeto a las tres fuerzas mostradas,

- Determine los dngnlos directores coordenados oy, By, v, de F, de
F,=250N tal forma que la fuerza rcsu{tantezcl_uando en el méstil seq igual &
i s M ' Cero.

Fy=350N

Probs. 2-70/2-71

*2-72.  Determine la magnitud y los dngulos directores coordena- -
" dos de la fuerza resultante.

Probs. 2-74/2-75

*2-76. Las dos fuerzas F, y F, actuando en el punto A proporecio-
nan una fuerza resultante de Fgz = {- 100k} libras. Determine Ia
magnitud y los dngulos directores coordenados de F.,, _

2-77. Determine los dngulos directores coordenados de la fuerza
551b F, e indiquelos en la figura,

Prob. 2-72

2-73. Una viga se encuentra sujeta a las dos fuerzas que se
muestran. Exprese cada fuerza en la forma vectorial cartesiana y
determine la magnitud ¥ los dngulos directores coordenados de la
fuerza resultante.

Fy=2501b

.i F,=6301b

Prob. 2-73 Probs, 2-76/2-77



" 278, 'El poste mostrado en la figura se e:ﬁcuéilué."shjéid ;'1;‘ Is;".

fuerza F, la cual tiene componentes actuando a lo largo de los ¢jes
x, y, 2. Si la magnitud de F es de 3 kN, y B = 30° y y=75°, deter-
mine las magnitudes de sus tres componentes. )

2-79. . El poste mostrado en la figura se encuentra sujeto a la
fuerza F que tiene las componentes F, = 1.3 kN y £. = 1.25 kN.'Si
B =75°, determine las magnitudes de F y F.

Probs. 2-78/2-79

*2-80. Una fucrza F se aplica en la parte superior de una torre en
el punto A. Si ésta actia en la direccién mostrada, de tal forma
que una de sus componentes sobre el plano sombreado y-z tiene
una magnitud de 80 libras, determine la magnitud de F y sus dn-

oulos directores coordenados o, P, 1. e

52

2-81. El'tomillo mostrado en la figura sé encuentra sujeto ala
fuerza F, cuyas componentes actian a lo largo de los ejesx, v, 7.
Si la magnitud de F es de 80 N, y & = 60° y ¥ = 45°, determine
las magnitudes de sus componentes.

2-82. El tomillo mostrado en la figura se encuentra sujeto a la
fuerza F,-cuyas componentes son F, = 20N, F, =20 N. Sip =
120°, determine las magnitudes de F y F,.

Probs. 2-81/2-82

2-83. Dos fuerzas F, y F; actian sobre un tornillo. Si la fuerza
resultante Fp, tiene una magnitud de 50 libras y dngulos directores

.coordenados o = 110° y B = 80°, como se muestra, determine la

magnitud de F; y sus dngulos directores coordenados.

Prob. 2-80

Prob. 2-83
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2.7 Vectores de posicion

En esta seccion presentaremos el concepio de vector de posicién. En la si-
guiente se mostrard que este vector es de gran importancia cuando se desea
expresar un vector fuerza cartesiano dirigido entre cualquier par de puntos en
el espacio. Después, en el capitulo 4, lo utilizaremos para determinar el mo-
mento de una fuerza. '

Coordenadas x, y, z. A lo largo del texto utilizaremos un sistema de co-
ordenadas de mano-derecha para hacer referencia a la ubicaci6n de puntos
en ¢l espacio. Ademds, utilizaremos la convencién que se sigue en muchos
libros técnicos, esto significa hacer que el eje positivo de las z se encuentre
dirigido hacia arriba (en direccién del zenit) de tal forma que éste mida la
altura de un objeto o la altitud de un punto. Los €jes x, y, entonces, recaen en
el plano horizontal; ver figura 2-35. Los puntos en el espacio se ubican en re-
lacién con el origen de las coordenadas, O, por medio de mediciones sucesi-
vas a lo largo de los ejes x, y, z. Por ejemplo, en la figura 2-35 las coordena-
das del punto A se obtienen comenzando en el punto O y midiendo Xy=+4m
alolargodelejex, y,=+2malolargodel ejey, yz, =—6malo largo del
eje z. De esta forma, A(4, 2, — 6). De manera similar, las mediciones realiza-
das a Io largo de los ejes x, y y z desde O hasta B nos dan las coordenadas de
B, es decir, B(0, 2, 0). También observe que C(6, -1, 4).

Vector de posicion. El vector de posicién r se define como un vector fi-
Jjo que ubica un punto en el espacio en relacién con otro punto. Por ejemplo,
sir se extiende desde el origen de las coordenadas, O, al punto P(x, y, z); ver
figura 2-36¢, entonces r puede expresarse en forma vectorial cartesiana
como -

r=uxi+yj+:zk

En particular, observe cémo ia suma vectorial de punta a cola de las tres
componentes nos da el vector r; ver figura 2-365. Comenzando en el origen
0, uno recorre el eje x con direccién +i, después y en la direccién +j, y por
Ultimo z en la direcci6n +k para llegar al punto P(x, Vi)

I

Plx.y,z)

yi

—

Fig. 236

)
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Fig. 2-35



Al Yar 24)

X

54

Con frecuencia, el vector de posicion puede dirigirse del punto A al punto
B en el espacio; ver figura 2-37a. Como se puede ver, este vector se denotg
también con, el simbolo r. De manera convencienal, sin embargo, nos refer;-
remos en algunas ocasiones a este vector con dos subfndices para indicar e]
origen y destino hacia donde el vector estd dirigido, por Io que r puede tam-
bién expresarse como r,z. También, observe que r, v ry en la figura 2-37q
estdn sefialados con un subindice solamente puesto que se extienden desde ¢l
origen del sistema coorderiado. A S
De la figura 2-374, por la suma vectorial cabeza-cola, requerimos que:

Iy +I=rpg

Si despejamos r y expresamos r, y rp en forma vectorial cartesiana obte-
nemos: :

r=rp—ry = (gl + ygj + 25K) — (eui + y4j + 2,k)

= —x)i + (v Y

(2-13)

Asi, las componentes i, j, k del vector de posicion r pueden formarse toman-
do las coordenadas de la cola del vector, A(x,, Yar Za), ¥ restdndolas de las
coordenadas correspondientes a la cabeza, B(x,, ¥g: zg). Otra vez puede ver
como la suma cabeza-cola de estas tres componentes nos da r, es decir, yen-
do de A hacia B (figura 2-37b), uno primero viaja una distancia (xz —x4) en
la direccion +i, y después una distancia (y; — y,) en la direccién +j, y por dl-
timo una distancia (zz — z,) en la direccién +k.

B(xg, yp, 25)

A B
/ /_ sl
A

="

{xg —x)i @" ]
N

(¥s=ya)i

- (®)

Fig. 2-37
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Un banda de hule eldstica se encuentra fija entre los puntos A y B como
se muestra en la figura 2-38a. Determine su longitud y direccién medidas
desde A hacia B.

. SOLUCION — — . .
Primero establecemos un vector de posicién desde A hasta B, figura
2-38b. De acuerdo con la ecuacién 2-13, las coordenadas de la cola A(1 m, O,
—3 m) se restan de las coordenadas de la cabeza B(-2 m, 2 m, 3 m), lo que
nos da:

r=(2m-1mi+2Zm-0)j+3m-(-3m)k
= (-3i+2j+6k}m

Como se muestra, las tres componentes de r representan la direccién y
distancia que uno tiene que seguir a lo largo de cada uno de los ejes coorde-
nados con la finalidad de moverse desde el punto A hasta ¢l punto B, es de-
cir, a lo largo del eje x{-3i} m, a lo largo del eje y{2j] m, y por ultimo, a lo
largo del eje z {6k} m.

La magnitud de r representa la longitud de la banda de hule.

r=(-3+(2+(6) =Tm Respuesta

Estableciendo la férmula de un vector unitario en la direccidn de r, tenemos

r -3, 2, 6
u=—=—i+=—j+=k

AN 707

Las componentes de este vector unitario nos da los dngulos directores coor-
denados i

o= cos” [%3] =115° Réspuesta
2

B= cos™ {%) =73.4° Respuesta

Y= cos™ (%) =31.0° Respuesta

Estos dngulos se miden desde los ejes positivos de un sistema coordenado lo-
calizado en la cola de r, punto A, como se muestra en la figura 2-38¢.
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2.8 Vector fuerza dirigido a lo largo de una linea

Cen frecuencia, en problemas de estdtica en tres dimensiones, la direccién de
una fuerza se especifica por medio de dos puntos a través de los cuales pasa
su linea de actidn. Esto se muestra en la figura 2-39, en donde la fuerza F se
dirige a lo largo de la cuerda AB, Podemm expresatr F como un vector carte-.
siano y nos daremos cuenta de que ésta tiene la misma direccion y sentido
que el vector de posicién r dirigido desde el punto A hacia el punto B en la
cuerda. Esta direccidn comiin se encuentra especificada por el vector unita-

rio w = rfr. De aqui que:
F=Fu=F [-r-)
F

Aunque hemos representado F simbélicamente en la figura 2-39, observe
que ésta tiene unidades de fuerza, pero, a diferencia de r o de las coordena-
das x, y, z, las cnales ticnen unidades de longitud, F'no puede escalarse a lo
largo de los ejes coordenados,

L Fig. 2-39

PROCEDIMIEN’I‘O PARA EL ANALISIS
. Cuando F se. dmge a lo largo d{: una linea que s¢ exnende desdc el
punto-A hasta el punto B, entonces F puede expresarse en forma vecto-

: ml cartesiana como: sxgue

'Vectar de pos:cmn Determ.me el vector de pe-smmn r d1r1g1d|:u desde
A hasta B,y calculc su magmtud P

: Vecmr umtww Determmc cI vecu)r umtanc u= r!r que deﬁnc La.nto'- .
b 1.1 dzrecaoa como e! senrzdo de r ¥ l‘ - -

:-Vecmr fuerza Dctermme F combmando su magmrud F ¥ su dz.recmdn i
. u, es decn‘ F F . :

Este procedimiento se ilustra en forma numérica en los ejemplos siguientes:
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- Ejemplo 2-15 %

Fl hombre que aparece en la figura 2-40¢ jala la cuerda con una fuerza de
70 libras. Represente esta fuerza, que actiia sobre el soporte A, como un vec-
- tor cartesiano y determine su direccidn.

SOLUCION o -

La fuerza F mostrada en la figura 2-40b. La direccién de este vector uni-
tario, u, se determina del vector de posicion r, el cual se extiende desde A
hasta B, figura 2-40b. Para representar F como un vector cartesiano utiliza-
mos el siguiente procedimiento. :

Vector de posicion. Las coordenadas de los puntos extremos de la cuerda
son A(0, 0, 30 pies) v B(12 pies, -8 pies, 6 pies). Al construir el vector de po-
sicién restando las coordenadas correspondientes x, y v z del vector 4 a las
del vector B, tenemaos: '

r = (12 pies — 0)i + (8 pies — 0)j + (6 pies — 30 pies)k
= {12i—8j — 24k} pies

En la figura 2-40g se muestra cémo uno puede escribir r directamente yendo
de A{12i] pies, después {— 8j} pies, y por tltimo [—24k} pies para llegar a B.
La magnitud de r, que representa la longitud de 1a cuerda AB, es

r=J(12)? +(=8)? +(—24)7 =28 pies

Vector unitario. Al construir el vector unitario que define la direccién y sen-
tido tanto del vector r como de F, obtenemos:
r 12 i 8 . 24

u=—=""i-——j-—
r 28 28" 28

Vector fuerza. Puesto que F tiene una magnitud de 70 libras y una direccién
especificada por u, entonces:

F=Fu=701b [E —i' 241;]
28 28 28
={30i-20j - 60k} 1b Respuesta

Como se muestra en la figura 2-40b, los dngules directores coordenados se
miden entre r (0 F) v los ejes positivos de un sistema coordenado cuyo ori-
gen estd ubicado en el punto A. De las componentes del vector unitario:

o= cos™ (—13) = 64.6° Respuesta

28 Fig. 2-40
B =cos™ (ﬁj = 107° Respuesta

28

i (=24 .
7"—"?051(2_8} =149% . . Respuesta




# Ejemplo 2-16

B(1.707,0.707, 0)

1 cos 45° m

()

Fig. 241

La placa cirdﬁlar mostrada en la figura 2-41a se encuentra parcialmente
soportada por el cable AB. Si la fuerza del cable en el punto de fijacién A es
de F =500 N, exprese F como un vector cartesiano.

SOQLUCION : T~
Como se muestra en la figura 2-415, F tiene la misma direccién y sentido
que el vector de posicidn r, que se extiende desde A hasta B.

Vector de posicion. Las coordenadas de los extremos del cable son A(0, 0,2
m) y B(1.707 m, 0.707 m, 0), como se indica en la figura. Asi:

r= (1707 m - 0)i + (0.707 m - 0)j + (0 - 2 m)k
= {1]707i + 0.707j - 2k} m

Observe como se puede calcular estas componentes directamente recorriendo

desde A{— 2k} m a lo largo del eje z; después {1.707i} m a lo largo del gje x,
y por dltimo {0.707j} m a lo largo del eje y para llegar a B.
La magnitud der es

r= -\/(1.70'7’)2 +(0.707) +(=2)* =2.72m

Vector unitario. Asi,
r 1707, 0707, 2
u=—= 1+ i- k
r 2.72 2.72 2.72
=0.627i + 0.260j - 0.735k

Vector fuerza. Puesto que F =500 N y F tiene una direccién u, tenemos:

F = Fu =500 N(0.627i + 0.260j — 0.735k)

= {314i + 130j — 368k} N Respuesta

Utilizando estas componentes, puede verse que en realidad la magnitud de F
es de 500 N; es decir:

F=4/(314)* + (130)* +(=368)* =500 N

Demuestre que el dngulo director coordenado vy = 137°, e indiquelo en la fi-

gura.

58
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a Ejemplo- 2-17 8

Los cables ejercen una fuerza Fag = 100Ny F Aci: 120-N en el anillo, so-
bre el punio A como se muestra en la figura 2-424. Détermine la magnitud de
la fuerza resultante que actda en el punto A.

SOLUCION : .

La fuerza resultante Fy se muestra en la figura 2-42b. Podemos expresar
dicha fuerza como un vector cartesiano definiendo Fup v Fu como vectores -
cartesianos y después sumando sus componentes. Las direcciones de F,p y
F,c se especifican formando los vectores unitarios m,, ¥ u . a lo largo de los
cables. Estos vectores unitarios se obtienen de los vectores de posicién aso-
ciados ryp ¥ I'sc. En referencia al vector F 4 de la figura 2-425b tenemos.

Lp=@m-0i+0-0j+(0-4mk

= [4i - 4k} m ?
rs =N + (-4’ =566m
X
4
F,; = 100N (rA_ﬂ} = 100N (_i _ ik]
Tag 566  5.66

F,, = {70.7i - 70.7k} N

Para el vector F, tenemos:

e =(@m=0)i+Q2m-0)j+(0-4mk
= {4i+2j-4Kk}lm

N (-4 =6m

Tac = y
r4 4
F.=120N [ic] = 120N L——i P25 —k}
Tac 6 6 6

{80i+ 40j — 80k} N

La fuerza resultante es por lo tanto:

Fp=Fu+Fi0={70.7i - 70.7k} N + {80i + 40j — 80k} N
= {150.7i + 40 - 150.7k] N

La magnitud de Fp es:

F, = (150.7)% + (40)” + (—150.7)%
=217N Respuesia
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*2-84. Exprese el vector de posicién r en forma vectorial carte- 2-87. Determine la longitud del miembro AB de la estructura,
siana; después, determine su magnitud y sus dngulos directores  estableciendo un vector de posicién cartesiano desde A hasta B y

coordenados. determinando su magnitud.
5 )

Prob. 2-84

2-85. Exprese el vector de posicién r en forma vectorial carte-
siana; después, determine su magnitud y sus dngulos directores
coordenados.

|~--—4 piss—-I S
- *2-88. El cable de 8 metros de longitud estd anclado al suelo en
1}) - el punto A. Six=4 my y =2 m, determine la coordenada z en el
[P punto de sujecién mds alto de la columna.

'3 pies 2-89. El cable de 8 metros de longitud estd anclado al piso en el
/ - e 5 ] - T
y punto A. 5iz =5 m, determine la ubicacién + x, + y del punto A.
Escoja un valor tal que x = y.

Prob. 2-85

2-86. Exprese ¢l vector de posicién r en forma vectorial carte-
siana; después, determine su magnitud y sus dngulos directores
coordenados.

Lo z

3 pies i

B
.

r i:ics

Prob. 2-86 Probs. 2-88/2-89
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2-90. l)eicrﬁlhlc la longitud del cigiiefial AB 'és"tabl'r':cicm}fpfun 2-93. Enun instante dado, las posiciones de un avién en A v de
yector de pcsicién cartesiano desde A hasta B y determina.nd§ su . un tren en B se miden en relacién con la antena radar en 0. Deter-
“mine la distancia d entre A y B en ese instante. Para resolver el

problema, exprese un vector de posicién dirigido desde A hasta B,
=~y después determine su magnitud.

Prob. 2-90

2-91. En el instante mostrado, los vectores de posicién a lo lar-
go del brazo de robot desde O hasta B y desde B hasta A son rgp =
{100i + 300j + 400k} mm y ry, = {350i + 225j — 640k | mum, res-
pectivamente. Determine la distancia de O a la agarradera del
punto A.

#2.92. Sirg,=1{051+4j+ 025k} myrpz={03i+2j+2k} m,
eXprese g, COMO Un vector cartesiano.

H Prob. 2-93

2-94. Determine las longitudes de los alambres AD, BD y CD.
El anillo en el punto D estd a la mitad de la distancia entre A y B.

Probs. 2-91/2-92 Prob. 2-94
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2-95. ‘Exprese la fuerza F como un vector cartesiano § dE'ipLIES "2-97." Exprese cada una de las fuerzas en forma veciorial carte-
determine sus dngulos directores coordenados. : siana.

2-98. Determine la magnitud y los dngulos directores coordena-
dos de la fuerza resultante que actiia en el punto A.

z

/ Fy =150N ]
Fy =200N .

Prob. 2-95

Probs. 2-97/2-98

*2-96. Exprese la fuerza F como un vector cartesiano: después  2-99. Exprese cada una de las dos fuerzas en forma vegwm.l car-
determine sus dngulos directores coordenados. tesiana.

" #2100, Determine la magnitud y los sngulos directores coorde-
nados de la fuerza resultante que actia en ¢l punto 4.

4 pies
i
3 picq/
: Z \ —y
. ’ N
3 pies 60° ,LS pies S

I£=6001b I

12 pies
Fy=181b Fi=121

-
_‘E pies
8 pies—>" 4

Prob. 2-96 Probs. 2-99/2-100
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2_10]_ La cuerda ejerce una fuerza de F = {12i + 9j -8k} libras *2-104.  La ventana se mantiene abierta por medio de la cadena
en el gancho. Si la cuerda tiene una longitud de 8 pies, dctcﬁnine-.__ AB. Determine la longitud de la cadena, y exprese la fuerza de 50
Ja ubicacion x, ¥ del punto de unidn B, y la altura z del gancho, libras que acmia en el punto A de la cadena como un vector carte-
siano. Determine sus dngulos directores coordenados.

2.102. La cuerda cjerce una fuerza de F = 30 libras sobre el
gancho. Si la cuerda tiene una longitud de 8 pies, z = 4 pies y la
componente x de la fuerza es F, = 23 lihras, determine la ubica-
cién x, y del punto de unidn B de la cuerda al piso.

Probs. 2-101/2-102
Prob, 2-104

2-103. La fuerza F tiene una magnitud de 80 libras y acnia en el
punto medio C de una varilla delgada. Exprese la fuerza como un

vector cartesiano. ' . .
2-105. El cable unido al tractor en el punto B gjerce una fuerza

de 350 libras sobre la estructura. Exprese esta fuerza como un

vector cartesiano. -
£
PDTOTTOO 4
pies
35 pies LW F=3501b
. - R
PRl 8 7(
x’ L. 1

Prob. 2-103 _ Prob. 2-105



2-106.° Exprese la*fuerza F como un véctor carteésiano; de\pues,
determmine sus dngulos directores coordenados.

Prob. 2-106

2-107. Exprese cada una de las fuerzas en forma vectorial carte-
siana y determine la magnitud y los dngulos directores coordena-
dos de la fuerza resultante.

1312

%
\/
.y
5

\

\f-‘,=su Ib
2.5 pi
g pies

L =30
-
x v
P
;
b pies i
| ’
&
| )
i | & A
1 2 pies
<l
Prob. 2-107
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#2-108. Los'tres cables de soporte ejercen las fuerzas que se’
muestran en el sefalamiento. Represente cada fuerza como un
vector cartesiano.

2-109. Determine la magnitud y los dngulos directores cartesia-
nos de la fuerza resultante de las dos fuerzas actuando en el sefia-
lamiento.sobre el punto 4.

7"

Probs. 2-108/2-109

2-110. La ventana se mantiene abierta gracias a la cadena AB.
Determine la longitud de la cadena y exprese la fuerza de 30-N
que actia en el punto A a lo largo de la cadena como un vector
carlesiano.

, 400 mm i

Prob. 2-110
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Cada una de ]as cuatro fuerzas que actian en el punto-£  2-113,  Exprese la fuerza F en forma vectorial cartesiana si el
jtud de 28 kIN. Exprese cada fuerza como un véc- -punto B se encuentra ubicado a 3 m del punto C sobre la varilla
determine la fuerza resultante. . delgada.

2-111.
(iene una magn

{or cartesiano ¥

Prob. 2-113

2-114. La torre se mantiene en su lugar por los tres cables. Si se
muestra la fuerza de cada cable actuando sobre la torre, determine
la posicién (x, y) para fijar el cable DA, de tal forma que la fuerza
¥ resultante ¢jercida sobre la torre estd dirigida a lo largo de su eje,
Pl'l)b.‘ 2-111 desde D hacia O,

2-115. La lorre se mantiene en su lugar por tres cables. Si se
muestra la fuerza que cada cable gjerce sobre la torre, determine
la magnitud y los dngulos directores coordenados ¢, B, v de la
fuerza resultante. Tome los valores de x =20 m, y= 15 m.

#2-112. Exprese la fuerza F en forma vectorial cartesiana si ésta
actiia en ¢l punto medio B de la varilla delgada.

Prob. 2-112 Probs. 2-114/2-115



